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Kapitel 1

Einleitung

Binomideale spielen eine zentrale Rolle in der kommutativen Algebra und
werden sowohl aus algebraischer als auch aus kombinatorischer Perspektive
untersucht. Sie finden Anwendung in verschiedenen Bereichen der Mathe-
matik, etwa in der algebraischen Kombinatorik, der algebraischen Statistik
oder der Theorie torischer Varietéten.

Eine besonders gut untersuchte Klasse von Binomidealen sind die binomial
edge ideals, die 2009 eingefiihrt wurden. In den letzten Jahren sind zahlreiche
Arbeiten zu ihrer algebraischen und kombinatorischen Struktur erschienen.
Dariiber hinaus haben sie Anwendungen in der algebraischen Statistik gefun-
den. Eine verwandte, aber anders aufgebaute Klasse sind die 2016 eingefiihr-
ten parity binomial edge ideals. Sie teilen viele strukturelle Eigenschaften mit
den binomial edge ideals, unterscheiden sich jedoch in der Art ihrer Erzeuger.

In dieser Arbeit werden beide Klassen durch die gemischten Binomkan-
tenideale verallgemeinert. Diese Ideale enthalten sowohl die Erzeuger der
binomial edge ideals als auch die der parity binomial edge ideals und kom-
binieren somit beide Strukturen. Die Idee fiir diese Ideale stammt aus einer
nicht vollstandig abgeschlossenen Forschungsarbeit von Dr. Philipp Korell,
in der erste Konzepte skizziert wurden. Ziel dieser Arbeit ist es, eine syste-
matische Untersuchung dieser Ideale vorzunehmen, ihre grundlegenden al-
gebraischen Eigenschaften zu analysieren und ihre Beziehung zu klassischen
Binomidealen zu kldren.

Kapitel 2| fasst die algebraischen Grundlagen, die fiir die Untersuchung
der gemischten Binomkantenideale benétigt werden, zusammen. Nach einer
kurzen Einfiihrung zur verwendeten Notation wird die Theorie der Grobner-
basen und Binomideale behandelt, wobei auch die Saturierung von Binom-
idealen betrachtet wird. Ein zentraler Bestandteil ist die Verbindung zwischen
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Gittern und Gitteridealen, insbesondere die Konstruktion der Graver-Basis ei-
nes Binomideals. Dazu wird der Algorithmus von Pottier eingefiihrt, mit dem
die Graver-Basis eines Gitters und damit auch die eines Gitterideals berechnet
werden kann.

Ein weiteres wichtiges Konzept sind torische Ideale. Das sind jene Bino-
mideale, die Primideale sind. In diesem Zusammenhang wird ein Kriterium
fiir die Radikalitdt von Gitteridealen hergeleitet und schliefilich die Theorie
der Lawrence-Ideale vorgestellt, die eine alternative Moglichkeit zur Berech-
nung einer Graverbasis von Gitteridealen bietet. Den Abschluss bildet die
Betrachtung von Summen von Primidealen, da diese fiir die spatere Cha-
rakterisierung der minimalen Primideale des gemischten Binomkantenideals
eine Rolle spielen.

In Kapitel 3| wird die entwickelte Theorie auf die gemischten Binomkan-
tenideale angewendet und abschliefiend werden offene Fragen und mogliche
Weiterentwicklungen diskutiert.



Kapitel 2

Grundlagen

You probably think that one knows everything
about polynomials.

(Serge Lang)

In diesem Kapitel werden die Grundlagen fiir Kapitel 3| zusammengetragen.
Zunichst wird in Abschnitt 2.2 der Begriff der Grobnerbasis wiederholt. An-
schliefend bilden die Abschnitte [2.3] bis eine ausfiihrliche Einfiihrung
in die Theorie der Binomideale. In Abschnitt wird ein Resultat iiber
die Smith-Noormalform der Inzidenzmatrix eines Graphen zitiert. Abschlie-
lend werden in Abschnitt Summen von Primidealen im Hinblick auf
Abschnitt 3.9 untersucht.

2.1. Notation

Im Folgenden sei K ein Kérper und S = K[x1, ..., x,] der Polynomring tiber
K in n Variablen. Die Menge N = {0, 1,2, ...} ist die Menge der nattirlichen
Zahlen. Sei a € N" ein Vektor mit n ganzzahligen nichtnegativen Eintrdgen.
Dann schreiben wir abkiirzend x* fiir das Monom x? U...x7". Wir bezeichnen
mit (f1, ..., fs) das von den Polynomen fi, ..., fs € S erzeugte Ideal.

Sei < eine Monomordung auf S. Sei f = }},cnn €ox? ein von Null verschie-
denes Polynom in S. Die endliche Menge von Monomen supp(f) = {x“ : ¢, #
0} ist der Triger von f. Wir schreiben LM( f) fiir das Leitmonom von f beztiglich
der Monomordnung <. Es gilt somit LM(f) = maxsupp(f). Die Zahl LC(f) =
com(s) ist der Leitkoeffizient. Der Leitterm von f ist LT(f) = LC(f) LM(f).
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Der Triger eines Vektors x € Z" ist die Menge supp(x) = {i : x; # 0}. Des
Weiteren schreiben wir |x|1 = ) x;.

Sei n eine positive ganze Zahl. Dann schreiben wir [n] = {1,...,n}.

Im Folgenden seien alle Ringe kommutativ mit 1. Seien A und B Ringe.
Sei ¢: A — B ein Ringhomomorphismus. Fiir ein Ideal I C A ist die Extension
I° = IB = (@(I)) das von I erzeugte Ideal in dem Ring B. Fiir ein Ideal ] € B
ist die Kontraktion J° = ] N A = ¢~1(B) das Urbild von | unter ¢.

2.2. Grobnerbasen

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Begriffe im Zusammenhang
mit Grobnerbasen wiederholt. Insbesondere wird Lemma eine zentrale
Rolle bei der Berechnung einer Grobnerbasis der gemischten Binomkanten-
ideale in Abschnitt 3.4] spielen. Die Darstellung orientiert sich an den Lehr-
btichern [Cox et al., 1997] und [Ene and Herzog, 2011].

2.2.1. Definition. Seien a, b € N". Beziiglich der lexikographischen Monomord-
nung gilt genau dann x* > x?, wenn der am weitesten links stehende, von
Null verschiedene Eintrag von a — b positiv ist.

2.2.2. Definition. Seien f und g Polynome. Das S-Polynom von f und g ist das
Polynom

_ lem(LM(f), LM(g)) . lem(LM(f), LM(g))
S(f,8) = LI(f) - LT(3)

Es gilt S(f, g) = —=S(g, f) und LM(S(f, g)) < lem(LM(f), LM(g)).
2.2.3. Lemma. Seien f und g Polynome und seien u und v Monome. Dann gilt die
Gleichung S(uf,vg) = wS(f, g) mit dem Monom
lem(u LM(f), v LM(g))
" lem(LM(f), LM(g))

Beweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit seien alle Leitkoeffizienten
gleich 1. Seien m = LM(f) und n = LM(g). Es gilt

lem(um, vn)u B lem(um, vn)v

S(uf,vg)=— f o
_lem(um,on) (lem(m, n) lem(m, n)
~ lem(m, n) m f- n

=wS(f, g).
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Fiir alle nichtnegativen Zahlena, b, ¢, d gilt die Ungleichung max(a+c, b+d) >
max(c, d). Deshalb ist w ein Monom. [

2.2.4. Definition. Sei G = {g1, ..., g5} eine Menge von Polynomen. Ein Poly-
nom f reduziert sich zu 0 modulo G, falls es Polynome hy, ..., hs gibt mit

(2.2.5) f=hg+...+hsgs und LM(f) > LM(h;g;)

furallei € {1,...,s} mit h;g; # 0. In diesem Fall schreiben wir f —¢ 0. Eine
Darstellung der Form (2.2.5) heif3t Standarddarstellung.

2.2.6. Bemerkung. Fiir jede Summe von Polynomen 0 # f = )] f; gilt wegen
der Inklusion supp(f) € | supp(f:) stets die Ungleichung

LM(f) < max{LM(f))} : fi # 0}.

Deshalb gilt fiir eine Standarddarstellung f = > h;g; sogar die Gleichung
LM(f) = max{LM(h;g;) : higi # 0}. Insbesondere gilt in diesem Fall die
Relation LM(g;) | LM(f) fiir ein i. [

2.2.7.Lemma. Seien f und g Polynome mit teilerfremden Leitmonomen. Dann redu-
ziert sich das S-Polynom S(f, ) zu 0 modulo {f, g}. Es gilt daher S(f, &) —(,¢} 0.

Beweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei LC(f) = LC(g) = 1. Seien
p=f-LM(f)und q = g — LM(g). Es gilt

S(f,8)=LM(g)f —~LM(f)g =(g—q)f —(f —p)g=rg —af-

Angenommen, es gilt LM(p) LM(g) = LM(gq) LM(f). Dann folgt LM(g) |
LM(g) wegen der Teilerfremdheit LM(f) und LM(g). Daraus folgt aber die
Ungleichung LM(g) < LM(gq) im Widerspruch zur Definition von 4. Die Leit-
monome von pg und g f sind also verschieden. Es gilt daher LM(S5(f, g)) =
max{LM(pg), LM(qf)}. n

2.2.8. Lemma. Seien f und g Polynome mit teilerfremden Leitmonomen und seien
u und v Monome. Dann gilt S(uf,vg) —(wf,wq) 0, wobei das Monom w wie in

Lemma definiert ist.
Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma und Lemma u

Seien f und ¢ Polynome mit teilerfremden Leitmonomen und seien u
und v Monome. Im Allgemeinen gilt S(uf,vg) #>(uf,g) 0, wie das folgende
Beispiel zeigt.
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2.2.9. Beispiel. Wir betrachten den Polynomring K[x, y, z, w] mit der lexiko-
graphischer Monomordnung, die die Ungleichungen x > y > z > w erfiillt.
Seien f = x —y und ¢ = z — w. Die Binome f und g haben teilerfremde
Leitmonome. Der Beweis von Lemma liefert die Standarddarstellung
S(f,8) = xw—yz =w(x-y)-y(z—w). Aus Lemma[2.2.3folgt die Gleichung
S(zf,xg) = xw — yz, denn es gilt

lem(z LM(f), x LM(g)) _ lem(zx, xz) _

lem(LM(f), LM(g)) Xz L

Das Polynom S(zf, xg) reduziert sich nicht zu 0 modulo z f und xg, denn das
Monom LM(zf) = LM(xg) = xz teilt nicht das Monom xw. |

2.2.10. Definition. Sei I C S ein Ideal. Das Initialideal von I ist das Monomideal

LM() = (LM(f) : f € 1\ {0}).

2.2.11. Definition. Seil C S einIdeal. Eine Menge von Polynomen gy, ..., gs € I
mit LM(I) = (LM(g1), . . ., LM(gs)) heifst Grébnerbasis von I.

2.2.12. Algorithmus von Buchberger. Sei I = (fi,..., fu) € S ein Ideal. Mit
dem Algorithmus von Buchberger aus Theorem 2, Abschnitt 2.7 in dem Lehr-
buch [Cox et al., 1997] kann eine Grobnerbasis von I berechnet werden. Der
Algorithmus verwendet den multivariaten Divisionsalgorithmus, definiert in
Theorem 3, Abschnitt 2.3 von [Cox et al., 1997]. Im Folgenden beziehen sich
alle Verweise auf diese Versionen der Algorithmen.

2.2.13. Buchbergers Kriterium. Sei I C S ein von der endlichen Menge G C |
erzeugtes Ideal. Die Menge G ist genau dann eine Grobnerbasis von I, falls
S(g,h) —c Ofiralle g, h € G gilt.

Beweis. Theorem 3, Abschnitt 2.9 in [Cox et al., 1997]. [ |

2.2.14. Definition. Sei I C S ein Ideal. Eine Grobnerbasis G von I heifst redu-
ziert, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Esgilt LC(g) = 1 furalle g € G;
(ii) Furalle g,h € G, g # hund u € supp(g) gilt LM(h) 1 u.

2.2.15. Lemma. Sei I C S ein Ideal und I; = I N K[xt4+1,...,x,]. Sei G eine
Grobnerbasis von I beziiglich der lexikographischen Monomordnung. Dann ist die
Menge G N K[x¢41,...,x,] eine Grébnerbasis von Iy beziiglich der induzierten
lexikographischen Monomordnungen auf dem Unterring K[xs41, ..., Xn].
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Beweis. Sei G = {g1,...,8t,8t+1,---,8s} eine Grobnerbasis des Ideals I mit
81,--.,8t € Iy und gt41,...,gs € It. Insbesondere folgt fiir die lexikographi-
sche Monomordnung LM(g¢+1), ..., LM(gs) € K[x¢4+1,...,x,]. Daraus kann
die Gleichung (LM(g1), ..., LM(gs)) = LM(I;) geschlussfolgert werden. Ins-
besondere ist {g1, ..., gt} eine Grobnerbasis von I;. [}

2.3. Binomideale

In diesem Abschnitt wird der Begriff des Binomideals eingefiihrt. Er basiert
auf der Darstellung in Kapitel 3 von [Herzog et al., 2018] sowie in Kapitel 5
von [Ene and Herzog, 2011]. In dieser Arbeit ist ein Binom die Differenz zwei-
er Monome, was in der Literatur auch als pure difference binomial bezeichnet
wird. Ein Binomideal ist demnach ein Ideal, das von solchen Binomen er-
zeugt wird. Die Hauptaussage des Abschnitts bildet Proposition[2.3.9 die ein
Kriterium dafiir liefert, wann ein Binom in gewissen Binomidealen enthalten
ist.

2.3.1. Definition. Ein Binom ist die Differenz von zwei Monomen. Ein Binom-
ideal ist ein Ideal, das von Binomen erzeugt wird.

Ein Binom f € S hat die Form f = x® — x¥ fiir gewisse a,b € N". Sei
I C S ein Binomideal. Dann gilt f(1,...,1) = 0 fir alle Polynome f € I. Ein
Binomideal enthilt also insbesondere keine Monome.

2.3.2. Proposition. Sei B C S eine Menge von Binomen und sei I das von B erzeugte
Ideal. Dann gibt es eine endliche Teilmenge B’ C B mit I = (B’).

Beweis. Da der Ring S noethersch ist, gibt es eine endliche Menge von Erzeu-
gerndesIdeals I. Jedes Element in dieser Menge ist eine endliche polynomielle
Linearkombination von Binomen in B. Die endlich vielen Binome, die dabei
auftreten, erzeugen das Ideal I. [ ]

2.3.3. Satz. Die reduzierte Grobnerbasis von Binomidealen besteht aus Binomen.

Beweis. Seien fi,..., f; Binome mit I = (fi,..., fi). Das S-Polynom S(f, g)
zweier Bonomen f und g ist ein Binom. Der Divisionsalgorithmus
liefert daher eine Darstellung S(f,g) = hifi + ...+ hsfyu + 1, wobei r = 0
gilt oder r ein Binom ist. Der Algorithmus von Buchberger liefert also
eine aus Binomen bestehende Grobnerbasis von I. Aus dieser Grobnerba-
sis konnen wir eine minimale Grobnerbasis G = {g1,..., gm} auswahlen.
Schliefslich erhalten wir durch Anwendung des in Theorem 5, Abschnitt 2.7
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von [Cox et al., 1997] beschriebenen Verfahrens eine aus Binomen bestehende
reduzierte Grobnerbasis von . [

2.3.4. Notation fiir Binome. Fiir einen ganzzahligen Vektor a € Z" definieren
wir die Vektoren a* und a~ durch die Gleichungen a;r = max(4;,0) und a; =
—min(0, a;). Die Vektoren a*,a~ € N" haben disjunkten Trdger und erfiillen
die Gleichunga = a*—a~. Umgekehrt folgtaus a = b+c fiir Vektoren b, c € N*
mit disjunktem Trager bereits b = a* und ¢ = a~. Fiir einen ganzzahligen
Vektor a € Z" definieren wir das Binom f, = x*" — x° .

2.3.5. Bemerkung. Seien a, b € N". Wir betrachten das Binom x* — xY. Sei der
Vektor ¢ € N" definiert durch ¢; = min(a;, b;). Dann gilt die Gleichung

_ xb’)

’

b

x* —x” = x(x*

mita’ =a—-c € N"und b’ = b — c € N". Insbesondere gilta — b = a’ - b’.
Die Vektoren a’ und b’ haben disjunkten Trdger. Es folgt (a — b)* = a’ und
(a = b)” = b’ und damit die Gleichung x” — xb = x“fap. Falls a,b € Z" gilt,
bleibt die Rechnung ebenfalls giiltig. Der einzige Unterschied besteht darin,
dass der Vektor ¢ im Allgemeinen in Z" anstelle von N" liegt.

2.3.6. Lemma. Seien a,b € Z". Dann gilt f, fy, + x* fp + x¥ fu = ufyp fiir ein
Monom u.

Beweis. Es gilt f,fp + X7 fy + x¥ fy = x®+0" — xT " =y £} fiir ein Monom
u,dennesgilta* +b* —(a~+b") =a+0. |

2.3.7. Lemma. Sei I C S ein von den Binomen f1, ..., fu erzeugtes Binomideal.
Dann hat jedes Binom f € Idie Form f = Y1, gifi fiir gewisse Polynome g1, . . ., gm
mit ganzzahligen Koeffizienten.

Beweis. Durch Anwenden von Buchbergers Algorithmus auf die Bino-
me (fi, ..., fm) erhalten wir eine (nicht notwendigerweise reduzierte) Grob-
nerbasis G. Die Menge G besteht aus Binomen und es gilt {f,..., fu} € G.
Der Divisionsalgorithmus liefert eine Darstellung von f als Linearkombina-
tion von Elementen in G mit ganzzahligen Polynomen als Koeffizienten. Da
wiederum jedes Element in G eine solche Linearkombination der Binome
fi, ..., fm ist, folgt die Aussage. [}

2.3.8. Notation fiir Binomideale. Sei C C Z" \ {0} eine Menge von ganzzahli-
gen Vektoren. Wir betrachten das Binomideal Ic = (f; : a € C). Sei G = G(C)
der Graph mit Knotenmenge N"” und Kantenmenge

E(G)={{a,b}:a,beN", a—-be xC}.
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Die folgende Proposition liefert ein niitzliches Kriterium dafiir, wann ein
Binom in dem Ideal I enthalten ist.

2.3.9. Proposition. Seien a,b € N" und C C Z" \ {0}. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

(i) x° —xb e I¢;

(ii) Die Vektoren a und b liegen in derselben Zusammenhangskomponente des
Graphen Gc;

(iii) Es gibt Vektoren c1,...,c;1 € £C mit a +c1 + ...+ ¢; = b, sodass fiir alle
i=1,...,1die Eigenschaft a + c1 +...+c; € N" gilt.

Beweis. (i)=(ii): Aus Lemmafolgt x—xb = x® f +. . +x £, fiir gewisse
c1,...,c;€ *Cundds, ..., d; € N".Seil = 1. Dann gilt x? —x? = x1+7 —xh+er
und damit a = d; + CI’ und b = di + c;- Bs folgt a — b = c¢1 und damit
{a,b} € E(Gc). Sei I > 1. Wir kénnen x* = x™* annehmen. Es gilt also
{a,dy + c7} € E(Gc). Durch Subtrahieren von x4 f., auf beiden Seiten der
obigen Gleichung folgt x1 ™1 — x? = x® £, + ... + x%f, . Per Induktion folgt,
dass die Knoten d; + ¢] und b in derselben Zusammenhangskomponente des
Graphen Gc liegen und damit die Aussage.

(ii)=(iii): Angenommen, die Vektoren a und b liegen in derselben Zusam-
menhangskomponente des Graphen G¢. Dann gibt es in G¢ einen Kantenzug
(vo,v1,...,v)) mitvg = a,v; = b und {v;_1,v;} € E(Gc) furallei =1,...,1.
Insbesondere gibt es Vektoren ¢; € +C mitv;_1 +¢; = v; firallei =1,...,[.
Esfolgtvg+c1+...+c¢;=v; firallei =1,...,] und damit die Aussage.
(ili))=(@{): Seivg =aund v; =a+c1+...+¢c; e N' furallei = 1,...,] und
v; =b.Esgiltalsoc; =v; —v;_; firallei =1,...,1. Es folgt

x7 = x? =X = x4 x —x P2 X% —x®0

= ulfcl + u]_lfC]71 + ...+ u]fcl

fiir gewisse Monome 11, . .., u; und damit x? — x? € I¢. [ ]
8

2.4. Saturierung von Binomidealen

Das Hauptresultat dieses Abschnitts besagt, dass die Saturierung I : x* eines
Binomideals I C S beziiglich des Produkts der Variablen x = x1---x, ein
Binomideal ist. Wir wiederholen die dafiir nétigen Definitionen.
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2.4.1. Definition. Seien I,] C S Ideale. Der Quotient der Ideale I und J ist
dasldeall:]={f € R: f] CI}.Seif € S ein Element. Die Saturierung von I
beziiglich f istdasIdeal I : f* ={g€ S:gf' €Ifiireini > 1}.

Das folgende Lemma ist ein Spezialfall der Proposition 3.11 aus dem
Lehrbuch [Atiyah and MacDonald, 1994].

2.4.2. Lemma. Sei [ C S ein Ideal. Dann gilt I : f* = ISy N S, wobei Sy die
Lokalisierung von S an der multiplikativen Menge {1, f, f?,...} ist.

Beweis. Sei ¢: S — Sf, a +— a/1 der kanonische Homomorphismus. Es gilt
ISy ={a/f' :a€l,i >0} Seia € ISy NS. Dann gilt (a) = a/1 = b/f" fiir
gewisse b € [ und i > 0. Da S ein Integritdtsbereich ist, folgt af' = b und
damit a € I : m*™. Sei umgekehrta € I : f*. Dann giltaf’ € I fureini > 0. Es
folgta/1=af'/f' € ISy. Insbesondere gilt a € IS N S. |

2.4.3.Lemma. Sei I C S ein Ideal. Dann gilt I : £ =(I,1— ft)S[t] N S.

Beweis. Das folgt aus Lemma und dem Isomorphismus

S¢ = S[t]/(1 - ft).

Das Bild des Ideals IS¢ unter diesem Isomorphismus ist das Ideal

(I, 1= ft)S[t]/(A - ft).
Daraus folgt I : f* =1S; NS =(I,1- ft)S[t]NS. |

2.4.4. Proposition. Sei I C S ein Binomideal. Dann ist die Saturierung I : x>
beziiglich des Produkts der Variablen x = x1 - - - x,, ein Binomideal.

Beweis. Aus Lemma [2.4.3|folgt die Gleichung I : x* = (I, 1 — xt)S[t] N S. Das
Ideal ] = (I,1— xt)S[t] ist ein Binomideal in dem Polynomring S[t]. Sei G die
reduzierte Grobnerbasis von | beziiglich der lexikographischen Monomord-
nung mit £ > x1 > ... > x,. Nach Satz 2.3.3|besteht G aus Binomen. Nach
Lemma [2.2.15]ist die Menge von Binomen G N S eine Grébnerbasis des Ideals
I : x* =] NS beztiglich der induzierten lexikographischen Monomordnung.
Daher ist I : x* ein Binomideal. ]

2.4.5. Proposition. Sei S, die Lokalisierung von S an der multiplikativen Menge
{1,x,x2,...}. Dann ist S, isomorph zu dem Ring K[xi—”, ..., Xy der Laurent-
Polynome.

Beweis. Kapitel 4, Aufgaben 3 und 8 in [Atiyah and MacDonald, 1994]. |
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2.5. Gitter und der Algorithmus von Pottier

In diesem Abschnitt charakterisieren wir zunéchst, unter welchen Bedingun-
gen ein Gitter als Kern einer ganzzahligen Matrix beschrieben werden kann.
Aufbauend auf Kapitel 3 des Lehrbuchs [De Loera et al., 2012] definieren wir
anschlieflend den Begriff der Graverbasis eines Gitters. Des Weiteren stellen
wir den Algorithmus von Pottier vor, mit dem sich eine Graverbasis berechnen
lasst. Abschlieflend zeigen wir, dass Graverbasen solche Erzeugendensyste-
me sind, die es erlauben, jeden Vektor des Gitters als positive, ganzzahlige,
vorzeichenkompatible Linearkombination darzustellen.

2.5.1. Definition. Eine Untergruppe L C Z" heifst Gitter.

2.5.2. Proposition. Sei L C Z" ein Gitter. Dann ist L eine freie abelsche Gruppe
vom Rang kleiner gleich n. Es gilt daher L = Z" mit r < n.

Beweis. Theorem 14.4.11 in [Artin, 2013]. -

Da der Ring Z noethersch ist, hat jede endlich erzeugte abelsche Gruppe
V die Form Z" /imz(A) fiir eine ganzzahlige Matrix A. Die Matrix A heifdt
Prasentationsmatrix von V und das Bild imz(A) ist ein Gitter.

2.5.3. Satz. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe V ist die direkte Summe von
zyklischen Untergruppen Cy,, ..., Cga, und einer freien abelschen Gruppe L:

V=Cy®..®Cy®L,
wobei d; > 1 die Ordnung von Cg, ist und d; | di fiirallei =1,...,k -1 gilt.
Beweis. Theorem 14.7.3 in [Artin, 2013]]. [ |

2.5.4. Proposition. Ein Gitter L C Z" ist genau dann der Kern einer ganzzahligen
Matrix, wenn die abelsche Gruppe Z" | L torsionsfrei ist.

Beweis. Sei L der Kern einer ganzzahligen Matrix A. Aus Proposition 2.5.2]
folgt, dass der Quotient Z" /L eine freie abelsche Gruppe und damit torsi-
onsfrei ist. Sei umgekehrt Z" /L torsionsfrei. Dann folgt aus Satz der
Isomorphismus Z" /L = ZF fiir ein k > 0. Es gibt also einen Homomorphis-
mus Z" — Z¥, der L als Kern hat. [ |

2.5.5. Beispiel. Wir betrachten die Matrizen
0
1 -1 1

] 10
,A'=Q7'AP =0 1].
1 0 0 0

11 10
A=0 1|, Q7 '= OO,P:[
11 -1 0 1
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Sei L € 7 das Gitter, das von den Spalten der Matrix A erzeugt wird. Die
Smith-Normalform von A ist die Matrix A’. Das folgende Diagramm ist kom-
mutativ mit exakten Zeilen:

72 Ay 73

T I

2 \ 73 \
z A"Z [001’]Z

Es gilt also L = kerz[-1,0, 1]. [}

Der folgende Teil dieses Abschnitts basiert auf Kapitel 3 des Lehrbuches
[De Loera et al., 2012]]. Zur Vollstindigkeit wurde der Beweis des bekannten
Lemmas von Dickson ergdnzt. Dariiber hinaus wurden zusétzliche Lemmata
eingefiigt, um die Verstdandlichkeit zu erh6hen. Abschlieffend prasentieren
wir einen alternativen Beweis von Satz

2.5.6. Definition. Zwei Vektoren a,b € Z" heifSen vorzeichenkompatibel, falls
aib; >0firallei =1,...,n gilt.

2.5.7. Definition. Seien a,b € Z". Wir definieren die Relation a C b, wenn a
und b vorzeichenkompatibel sind und |a;| < |b;| fiirallei =1, ..., n gilt.

2.5.8. Bemerkung. Die Relation C ist eine partielle Ordnung auf der Menge
Z". Fur ganzzahlige Vektoren a,b € Z" folgt aus a C b stets |a|; < |b|1. Wenn
a € bund |a|; =1|b|; gilt, so folgt a = b. Umgekehrt folgtausa Cbund a # b
stets die Ungleichung |a|; < |b|1.

2.5.9. Proposition. Seien a, b € Z". Es gilt genau dann a T b, falls die Ungleichung
(a*,a”) < (b*,b7) gilt. [

2.5.10. Definition. Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge. Dann heifit ein
Element m € M minimal, wenn fiir alle x € M aus x < m stets x = m folgt. In
dem Fall heif3st das Element m auch <-minimal.

2.5.11. Definition. Sei L C Z" ein Gitter. Die Menge der C-minimalen Elemen-
te in L \ {0} heifst Graverbasis von L.

Der folgende Satz zeigt, dass jedes Gitter eine endliche Graverbasis hat.

2.5.12. Satz. Sei M C Z" eine Menge von ganzzahligen Vektoren. Die Menge der
C-minimalen Elemente in M ist endlich.

2.5.13. Lemma. Sei (p )ken eine Folge in N". Dann gibt es Indizes i < jmit p; < p;.
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Beweis. Fiir n = 1 gilt die Aussage, da es andernfalls eine unendliche Folge
p1 > p2 > ... in N gibe. Sei n > 1 und px = (p, qx) mit p, € N"-1 und
gr € N. Es gibt eine unendliche Teilfolge von (gx)xen, die monoton wachsend
ist. (Entweder es gibt ein m € N mit g, = m fiir unendlich viele k oder man
kann induktiv eine streng monoton wachsende Teilfolge konstruieren.) Ohne
Einschrankung der Allgemeinheit sei (g )ken selbst monoton wachsend. Aus
der Induktionsannahme folgt, dass es Indizes i < j gibt mit p] < p]f. Dann

folgt aus g; < gj auch p; < p;. |

Lemma [2.5.13| zeigt, dass die Relation < eine Wohlquasiordnung ist. Das
folgende Korollar ist die Kontraposition der Aussage in Lemma[2.5.13

2.5.14. Korollar. Sei I € N und (pi)ker eine Folge in N". Wenn fiir alle i < j stets
pi £ pj &ilt, so ist I endlich. -

2.5.15. Lemma von Dickson. Die Anzahl der <-minimale Elemente einer
nichtleeren Teilmenge von N" ist endlich.

Beweis. Die Menge {p1,p2, ...} der <-minimalen Elemente ist nichtleer und
es gilt p; £ pj tiir alle i # j. Aus Korollar[2.5.14{folgt die Endlichkeit. [

Beweis von Satz[2Z5.12] Die Abbildung ¢: Z" — N?", g+ (a*,a”) ist injektiv
und es gilt nach Proposition genau dann a C b, wenn ¢(a) < ¢(b) gilt.
Die Aussage folgt also aus dem Lemma von Dickson[2.5.15 |

2.5.16. Lemma. Seien a,b € Z" mit a T b. Dann gelten die beiden Gleichungen
(b —a)* = b* — a* und die Relation b —a C b.

Beweis. Es gilt a* < b* und b —a = (b* —a*) — (b™ — a™). AuBlerdem gilt
supp(b*—a*) C supp(b*). Daraus folgt, dass die Vektorenb* —a*, b~ —a~ € N"
disjunkten Trager haben. Also gilt (b — a)* = b* — a*. Daraus folgt wiederum
(b—a)* =b*—a* < b*und damitb —a C b. [

2.5.17. Definition.Sei a € Z" und G C Z" eine endliche Teilmenge. Eine
Darstellung a = Y a;gi +r mita; € N, g;,vr Ca, g; € Gfirallei,und g Z r
fir alle g € G heifst Normalform von a beziiglich G. Der Vektor r heifst Rest einer
Normalform von a beziiglich G.

2.5.18. Satz. Sei a € Z" und G C Z" \ {0} eine endliche Teilmenge. Der folgende
Algorithmus berechnet eine Normalform von a beziiglich G:

Input: a € Z"", G € Z" \ {0} endlich

Output: » = Normalform(a, G)

rea
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while Es gibt ein ¢ € G mit ¢ C r do
rer-—g

end while

return r

Beweis. Aus Lemma [2.5.16| folgt, dass in jedem Schritt » C a gilt. Aus g # 0
und r — ¢ C r folgt mit Bemerkung auflerdem |r — g|1 < |r|1. Deshalb
terminiert der Algorithmus. |

2.5.19. Algorithmus von Pottier. Sei L € Z" ein Gitter und B C L \ {0} ein
endliches Erzeugendensystems von L. Der folgende Algorithmus terminiert
und berechnet eine Menge G C L, die eine Graverbasis des Gitters L enthalt:

Input: Endliches Erzeugendensystem B C L \ {0} eines Gitters L C Z"
Output: Eine Menge G C L, die eine Graverbasis von L enthélt
G « BU(-B)
C e« Ug,g’eG{g + g’}
while C # 0 do
Seia e C
C—C\{a}
r < Normalform(a, G)
if v # 0 then
C—CuU{r+g:3€G}
G« GU{r}
end if
end while
return G

2.5.20. Lemma. Der Algorithmus von Pottier|2.5.19|terminiert.

Beweis. Sei {g1, 42, ...} die Folge von Elementen, die wihrend der Laufzeit
des Algorithmus der urspriinglichen Menge BU(-B) hinzugefiigt werden. Je-
der Vektor g; ist der Rest einer Normalform beztiglich BU(-B)U{g1, ..., i-1}-
Insbesondere folgt aus i < j stets g; £ g;. Aus Korollar folgt, dass die
Folge endlich ist. |

2.5.21. Lemma. Seien ay, . .., a,, € R" Vektoren mit reellen Eintrigen. In der Drei-
ecksungleichung |ay + ... + ayl1 < |a1|1 + ... + |am|1 gilt genau dann Gleichheit,
wenn a; und a; fiir alle i, j vorzeichenkompatibel sind. |

2.5.22. Lemma. Der Algorithmus von Pottier |2.5.19| berechnet eine Menge G C L
mit der Eigenschaft, dass jeder Vektor a € L eine Darstellung a = Y/, a;g; fiir
gewisse a; € N, g; € G mit g; T a hat.
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Beweis. Seia € L.Esgilt BU(-B) C G fiir ein Erzeugendensystem B des Gitters
L. Deshalb lasst sich a als positive ganzzahlige Linearkombination a = )] a;g;
mit a; € Nund g; € G schreiben. Unter allen solchen Darstellungen wahlen
wir eine, fiir die ), a;|g;|1 minimal ist. Wegen der Dreiecksungleichung gilt
lal1 < X ailgil1, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn alle g; paarweise
vorzeichenkompatibel sind. In dem Fall ist 4 eine positive Linearkombination
von vorzeichenkompatiblen Vektoren und es gilt g; C 2. Angenommen, es
gilt |al1 < X ailgil1. Seien g1 und ¢ nicht vorzeichenkompatibel uns sei
g1+82=2pj g]’. + r die im Algorithmus berechnete Normalform von g1 + &».
Es gilt r = 0 oder r € G. Aufierdem gilt g]’., r C g1 + &. Insbesondere sind die

Vektoren g]f und r paarweise vorzeichenkompatibel. Es folgt 3’ ] g]’. |1+]r]1 =

|81+ 82| < [g1l1+|g2l1-Esgilta = X ;g +7+(ar1-1)g1+(az=1)g2+ x5 aigi
im Widerspruch zur Minimalitédt von ; a;|gil1. [

Beweis der Aussagen in Sei G die von dem Algorithmus von Pottier be-
rechnete Menge und sei ¢ € L\ {0} ein C-minimales Element. Aus Lem-
ma [2.5.22]folgt ¢ = ¥ a;g; fiir gewisse a; € N, ¢; € G mit g; C g. Aus der
Minimalitdt von g folgt ¢ = g; fiir alle i. Es gilt also g € G. [ |

2.5.23. Satz. Sei L € Z" ein Gitter und G die Graverbasis von L. Dann hat jeder
Vektor a € L eine Darstellung a = .7, a;g; fiir gewisse a; € N, g; € G mit g; € a.

Beweis. Sei B ein Erzeugendensystem des Gitters L und sei G’ C L die von
dem Algorithmus von Pottier berechnete Menge. Es gilt G € G’ und
jeder Vektor a € L hat eine Darstellung a = Y.}, a;g; fiir gewisse a; € N,
gi € G’ mit g; C a. Ist ein Element ¢ € G’ nicht C-minimal in G’, so gibt es ein
heG mith+gundhC g Esgiltg = (g —h)+ h. Aus Lemma2.5.16| folgt
g — h € g. Mit Bemerkung [2.5.8|folgt |h|; < |gl1 und |g — k|1 < |gli. Es gilt
g—h=2 ﬁjg]’. fiir gewisse f; € N, g]’. € G’ mit g]’. C g — h. Dieser schrittweise
Ersetzungsprozess terminiert, da es sonst eine unendlich absteigende Folge
natiirlicher Zahlen gébe. u

2.5.24. Beispiel. Sei L € Z" das von den Vektoren by = (2,2) und by = (0,1)
erzeugte Gitter. Der Algorithmus von Pottier berechnet die Menge
G’ ={(0,1),(-2,-2),(2,0),(-2,0),(2,2),(0,-1)}. Die C-minimalen Elemente
der Menge G’ bilden die Graverbasis G = {(0,1),(2,0),(-2,0),(0,-1)} des
Gitters L.
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2.6. Gitterideale

In diesem Abschnitt wird der Begriff des Gitterideals eingefiihrt. Wie Satz[2.6.7]
zeigen wird, handelt es sich dabei genau um die saturierten Binomideale. Der
Abschnitt basiert weitgehend auf Abschnitt 3.3 in [Herzog et al., 2018], ent-
hélt jedoch einige Ergdnzungen: So wird in Satz ein elementarer Beweis
fiir die Saturiertheit von Gitteridealen gegeben. Zudem wurde ein neuer Be-
weis fiir Proposition formuliert, die besagt, dass die Graverbasis eines
Gitters eine Erzeugermenge des zugehorigen Gitterideals bildet.

2.6.1. Definition. Sei L C Z" ein Gitter. Das Binomideal I}, = (f, : a € L) istdas
von L erzeugte Gitterideal.

Aus Bemerkung[2.3.5/folgt I = (x* —x% :a,b € N" mita — b € L).

2.6.2. Proposition. Sei L C Z" ein Gitter. Das Binom x* — x? ist genau dann in
dem Gitterideal Iy, enthalten, wenn a — b € L gilt.

Beweis. Das folgt aus Proposition[2.3.9] n

2.6.3. Proposition. Sei C eine Menge von Erzeugern des Gitters L C Z". Dann gilt
die Gleichung Ic : x* =1I1.

Beweis. Aus Proposition 2.4.4]folgt, dass das Ideal Ic : x® ein Binomideal ist.
Sei x* — x? € I : x®. Dann gibt es einen Vektor ¢ € N mit x?*¢ — xb*e e Ie.
Aus Proposition2.3.9|folgt a —b = c1 + ... + ¢ fiir gewisse Vektoren ¢; € +C.
Es gilt also a — b € L und damit x* — x? € I;. Sei umgekehrt x* — x? € I;. Es
gilta—b € Lund damita —b = c1 +... + ¢; fiir gewisse Vektoren c; € +C. Sei
v=aundv;=a-c1—...—c;€Z"furi=1,...,1. Es gilt daher v; = b. Aus
Bemerkung folgt die Gleichung

b= x%0 - XU 4 U - P2 4 ¥ -y

=xMf +xPf, .+ XU,

xt —x

fiir gewisse Vektorendy, ..., d; € Z". Durch Multiplikation mit einem Monom
auf beiden Seiten der Gleichung folgt die Aussage x* — x¥ € I¢ : x*. |

Die folgende Satz besagt, dass Gitterideale saturiert sind.
2.6.4. Satz. Sei L C Z" ein Gitter. Dann gilt I, : x* = Ir.

Beweis. Das folgt aus Proposition mit C = L. u
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Sei C € Z" ein Menge von Erzeugern eines Gitters L. Dann gilt im Allge-
meinen Ic ¢ I;. Ist C allerdings die Graverbasis von L, so gilt Gleichheit.

2.6.5. Proposition. Sei L C Z" ein Gitter und G die Graverbasis von L. Dann gilt
die Gleichung I = I1.

Beweis. Die Inklusion Ig C I ist klar. Sei umgekehrt a € L. Aus Satz [2.5.23
folgt, dass es eine Darstellung a = g1 + ... + gy fiir gewisse g; € G mit

gi C agibt. Esgiltalsoa™ — g1 —...—gn = a~. Des Weiteren gilt die Gleichung
at =gl +...+gy Esfolgta®—¢g1—...—gi=g/ +...+gn+g7+...+g7 € N"
furallei =1,...,m. Aus Proposition folgt f, € I:. [ |

2.6.6. Beispiel. Sei C = {c1, c2} € Z? mit ¢ = (2,-2) und ¢, = (1, -3) sowie L
das von C erzeugte Gitter. Wir betrachten das Ideal I¢c = (x* — y%, x — y°). Es
gilt(1,1) = c1 —cp € L,aber xy —1 ¢ Ic und damit Ic < I;. Aus der Gleichung

vy =1=ay -2y + a7y’ 1= aTlyf a7

folgt xy—1 € Ic : x*.EsgiltI; = I¢ : (xy)™ = (x2—y?, xy—1). Die Graverbasis
des Gitters L ist die Menge

G=+{(2,-2),(1,1),(3,-1),(1,-3),(4,0),(0,4)}.

Es gilt zum Beispiel x° — y7 € Ir. Aus der vorzeichenkompatiblen Linearkom-
bination (5, =7) = 2¢1 + ¢3 folgt x° — y” = x3f., + xy%fe, + y* fo,.

2.6.7. Satz. Sei I C S ein Binomideal. Die Saturierung I : x* ist ein Gitterideal.

Beweis. Wirbetrachten dieMengeL = {a € Z" : f, € [ : x*} . Zundchst zeigen
wir, dass die Menge L ein Gitter ist. Sei 2 € L. Dann gilt uf, € I fiir ein
Monom u. Es folgt uf_, = —uf, € I und damit —a € L. Sei nun b € L.
Dann gilt vf;, € I fiir ein Monom v. Aus Lemma folgt die Gleichung
uow forp = uv (fofp +x* fo + xU f,) € I fiir ein Monom w und damita+b € L.
Wir behaupten I C I1. Sei x* — x¥ ein Binom in I. Aus Bemerkung folgt
x? —xb = U fa—p fiir ein Monom u und damit a — b € L. Es folgt f,_, € I,
und damit auch x? — x? € I;. Nun behaupten wir I : x* = I;. Fiir a € L gilt
fa € I: x* und deshalb I C I: x*. Umgekehrt folgt aus I C I} mit Satz[2.6.4]
die Inklusion I : x* C I} : x*° =1I;. [ |

2.6.8. Korollar. Ein Binomideal I C S ist genau dann ein Gitterideal, wenn die
Gleichung I =1 : x* gilt. |
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2.7. Graverbasis eines Binomideals

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Graverbasis eines Binomideals ein-
gefiihrt, wie er in Abschnitt 3.2 von [Herzog et al., 2018] definiert wurde. Es
wird sich zeigen, dass die Graverbasis eines Binomideals eine Menge von bi-
nomiellen Erzeugern bildet, die die universelle Grébnerbasis enthélt. Zudem
wird in Satz die Verbindung zwischen der Definition der Graverbasis
eines Gitters aus Abschnitt[2.5und der Graverbasis eines Gitterideals herge-
stellt. Abschliefend wird ein weiterer Beweis von Proposition [2.6.5 gegeben.

2.7.1. Definition. Sei I C S ein Binomideal. Ein Binom f = u — v € I heifst
primitiv, falls es kein von f verschiedenes Binom ¢ = ' —v" € I gibtmitu’ | u
und v’ | .

2.7.2. Definition. Sei I C S ein Binomideal. Die Menge der primitiven Binome
des Binomideals I heifst Graverbasis von I.

2.7.3. Proposition. Die Graverbasis eines Binomideals ist endlich.

Beweis. Sei B die Menge der Binome in I. Die Abbildung 1: B — N2", x? —
x¥ > (a, b) ist injektiv. Ein Binom f € B ist genau dann primitiv, wenn (f)
ein <-minimales Element von (B) ist. Aus dem Lemma von Dickson
folgt die Aussage. |

2.7.4. Proposition. Sei I C S ein Binomideal und G die reduzierte Grébnerbasis von
I beziiglich einer beliebigen Monomordnung. Dann ist jedes Binom in G primitiv.

Beweis. Sei ¢ = u — v ein Binom in G, das nicht primitiv ist. Dann gibt es
ein Binom f = u' -0’ € Imitu’ | u,v" | v und f # g. Angenommen, es gilt
LM(f) =v’. Aus f —¢ Ofolgt LM(h) | v’ fiirein h € G\ {g}. Insbesondere gilt
LM(h) | v im Widerspruch zur Annahme, dass G reduziert ist. Es muss also
LM(f) = u’ gelten. Aus u’ | u folgt u’ = u, denn die Leitmonome der Binome
in G sind das minimale Erzeugendensystem des Monomideals LM(I). Es gilt
f—-g=v-v e€lundausv’| v folgt LM(f — g) =v. Aus f — g —¢ 0 folgt
LM(h) | v furein h € G\{g} im Widerspruch zur Annahme, dass G reduziert
ist. Die Grobnerbasis G besteht also aus primitiven Binomen. |

2.7.5. Korollar. Die universelle Grobnerbasis eines Binomideals ist in der Graverba-
sis dieses Ideals enthalten. []

2.7.6. Satz. Sei L C Z" ein Gitter und L’ = L \ {0}. Sei B’ die Menge der Binome
u — v in dem Gitterideal It mit gcd(u,v) = 1. Dann ist die Abbildung ®: L” — B’,
®(a) = f, eine Bijektion. Ein Vektor a € L’ ist genau dann C-minimal in L', wenn
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fa primitiv ist. Eine Teilmenge G C L' ist genau dann die Graverbasis des Gitters L,
wenn O(G) die Graverbasis des Gitterideals Iy ist.

Beweis. Sei x* — x? € I, primitiv. Aus Satz folgt ged(x*,x?) = 1 und
damit x* — x? € B’. Wir betrachten die injektiven Abbildungen ¢: L’ — N”,
¢(a) = (a*,a”) und ¥: B — N", ¢(x* — x¥) = (a,b). Ein Vektor a € L’
ist genau dann C-minimal, wenn ¢(a) minimal in ¢(L’) beziiglich < ist. Ein
Binom x? —x? € B’ ist genau dann primitiv, wenn i(x* — x?) minimal in ¥(B’)
beziiglich < ist. Wir behaupten ¢(L’) = ¢(B’). Die Inklusion ¢(L’) C ¢(B’) ist
klar. Sei umgekehrt (a, b) € (B’). Dann gilt x* —x’ € B’. Aus Proposition
folgta —b € L’. Wegen gcd(x”, x) = 1 haben die Vektoren a und b disjunkten
Trager und es gilt (a,b) = p(a —b) € p(L’). Insgesamt gilt ® = ~! 0 ¢ und
damit die Aussage. L

Sei L C Z" ein Gitter und G die Graverbasis von L. Proposition [2.6.5]
besagt, dass die Gleichung I = I gilt. Wir schliefen den Abschnitt mit
einem alternativer Beweis dieser Proposition ab.

Beweis von Proposition[2.6.5] Sei L € Z" ein Gitter und G die Graverbasis von
L. Sei @ die Abbildung aus Satz Dann ist ®(G) die Graverbasis des Git-
terideals I;. Aus Korollar folgt, dass ®(G) die universelle Grobnerbasis
von [} enthdlt. Es folgt I = (P(G)) = Ir. |

2.8. Halbgruppenringe

Dieser kurze Abschnitt, der auf [|Gilmer, 1984] basiert, fiihrt zunichst den
Begriff des Halbgruppenrings ein. AnschliefSend wird gezeigt, dass der Quo-
tient eines Polynomrings modulo einem Gitterideal isomorph zu einem Halb-
gruppenring ist. Dieser Isomorphismus liefert einen weiteren Beweis fiir die
Saturiertheit von Gitteridealen.

2.8.1. Definition. Eine Halbgruppe ist eine nichtleere Menge U, die abgeschlos-
sen unter einer assoziativen bindren Verkniipfung + ist. Eine Halbgruppe
(U, +) heifdt abelsch, falls die Verkniipfung + kommutativ ist. Eine Halbgrup-
pe heifst Monoid, falls sie ein neutrales Element hat.

2.8.2. Definition. Sei (U, +) eine abelsche Halbgruppe. Eine Aquivalenzrela-
tion ~ auf U heifst Kongruenz auf U, falls fiir alle uq, up, v1,v2 € U aus uy ~ up
und vy ~ v; stets uy +v1 ~ up + vy folgt.
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2.8.3. Proposition. Sei (U, +) eine abelsche Halbgruppe und ~ eine Kongruenz auf
U. Sei u die Aquivalenzklasse von u unter ~ fiir jedes u € U. Sei U/~ die Menge
der Aquivalenzklassen {u : u € U}. Dann ist U/~ eine abelsche Halbgruppe unter
der Operation U +0 = u + 0. |

2.8.4. Definition. Sei U eine abelsche Halbgruppe. Wir definieren den K-
Vektorraum K[U] = B, cy Kx®. Durch die Multiplikation x?x? = x**t wird
eine eindeutige Ringstruktur auf K[U] definiert. Der Ring K[U ] heifdt der von
U erzeugte Halbgruppenring.

2.8.5. Bemerkung. Enthilt die abelsche Halbgruppe (U, +) ein neutrales Ele-
ment, so ist der Halbgruppenring K[U] eine K-Algebra.

2.8.6. Beispiel. Der Polynomring in n Variablen K[x1, ..., x,] ist isomorph zu

dem Halbgruppenring K[N"]. Der Ring der Laurent-Polynome K[xF, ..., x;]
ist isomorph zu dem Halbgruppenring K[Z"].

2.8.7. Proposition. Sei L C Z" ein Gitter und sei ~ diedurcha ~b & a—-b e L
definierte Kongruenz auf der Halbgruppe N". Dann ist der Quotient S /Iy isomorph
zu dem Halbgruppenring K[N" /~].

2.8.8. Lemma. Seien v, ..., v, Vektoren in einem K-Vektorraum, wobei n > 2 gilt.
Seien A1, ..., Ay Skalare in K mit A1 + ...+ A, = 0. Dann gilt die Gleichung

Ao+ ...+ Ao, = /\2(2)2 —Z)l) +... +/\n(7)n —01).

Beweis von Proposition[2.8.7} Sei U = N"/~. Wir betrachten den surjektiven
Ringhomomorphismus ¢: S — K[U], x; — x°, wobeie; die Aquivalenzklas-
sevon e; in U ist. Wir behauptenker ¢ = I;.Seiena, b € N" mita—b € L. Dann
gilt7 = b in U und deshalb @(x* — x?) = 0. Es folgt I; C ker ¢. Sei umgekehrt
f € ker ¢. Dann folgt f € I;, indem man die Menge {a € N" : x” € supp(f)}
beziiglich ~ partitioniert und Lemma anwendet. n

2.8.9. Beispiel. Mit der Notation von oben sei L = 3Z € Z und U = N/~.
Es gilt U = Z/37Z. Sei ¢: K[x] — K[U] die Abbildung aus dem Beweis von
Proposition Es giltalso x" > x”, wobei 71 die Aquivalenzklasse von 7 in
U ist. Sei f(x) = 5x%—8x5 +3x% +4x7 —4x*. Es gilt f € ker ¢. Aus Lemmal[2.8.§
folgt f(x) = 5(x8 — x%) — 8(x> — x?) + 4(x” — x*) und damit f € I;.

2.8.10. Bemerkung. Proposition[2.8.7]ist sogar fiir beliebige Halbgruppen giil-
tig wie Korollar 7.3 in [Gilmer, 1984] zeigt: Sei R ein Ring und ~ eine Kon-
gruenz auf einer abelschen Halbgruppe H. Dann gilt R[H]/I = R[H/~] mit
I=x"—xb:a~b).
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Der Isomorphismus S/I; = K[N"/~] aus Proposition liefert den
folgenden alternativen Beweis der Saturiertheit von Gitteridealen.

Beweis von Satz[2.6.4 Sei f € I, : x*. Dann gibt es ein Monom u mit uf € Ij.
Aus Proposition[2.8.7/folgt, dass kein Monom ein Nullteiler in S /I ist. Deshalb
gilt f € I1. |

2.8.11. Lemma. Seien V und W kommutative Monoide und sei U =V & W. Dann
Qilt K[U] = K[V]®k K[W].

Beweis. Man kann einen Isomorphismus mit der universellen Eigenschaft des
Tensorprodukts von K-Algebren aus Abschnitt 1.e in dem Skript [Milne, 2024]
konstruieren. m

Eine ausfiihrlichere Darstellung des Zusammenhangs zwischen Binom-
idealen und Kongruenzen auf N” kann in den Artikeln [Kahle et al., 2016a]
und [Matusevich and Ojeda, 2018] gefunden werden.

2.9. Torische Ideale

Im Folgenden charakterisieren wir Binomideale, die Primideale sind. Solche
Ideale heifsen torisch. Torische Ideale sind genau die Gitterideale I, fiir die das
Gitter L der Kern einer ganzzahligen Matrix ist. Das ist genau dann der Fall,
wenn die Smith-Normalform einer jeden Prasentationsmatrix der abelschen
Gruppe Z" /L nur Nullen und Einsen auf der Diagonalen hat. In dem Fall ist
Z" | L eine freie abelsche Gruppe und insbesondere torsionsfrei.

2.9.1. Proposition. Sei I C S ein Binomideal, das ein Primideal ist. Dann ist I ein
Gitterideal.

Beweis. Sei L = {a € Z" : f, € I}. Seien a,b € L. Dann folgt aus Lemma
Ufarp € I flir ein Monom u. Da I kein Monom enthélt und ein Primideal
ist, folgt f,+p € I und damit a + b € L. Auflerdem folgt aus —f, = f_, auch
—a € L. Die Menge L C Z" ist also ein Gitter und es gilt I} C I. Sei umgekehrt
x% — xb € I ein Binom in I. Aus Bemerkungfolgt x? —x¥ = uf,_y fiir ein
Monom u. Also gilt f,—, € I und damit auch x” — xtel;. [ |

2.9.2. Definition. Ein Ideal I C S heif3t torisch, falls I = I} mit L = kerz A fur
eine ganzzahlige Matrix A gilt.

2.9.3. Proposition. Torische Ideale sind Primideale.
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Beweis. Sei A € Z%" und L = kerz A. Sei a; € Z% die i-te Spalte von A.
Wir betrachten den Homomorphismus ¢: S — K[t7, ..., t;] mit x; — t%,
Der Kern von ¢ ist ein Primideal, da der Ring der Laurent-Polynome ein
Integritdtsbereich ist. Wir behaupten ker ¢ = I;. Sei b € kerz A. Dann gilt
Ab* = Ab~ und damit @(f,) = 40" — t4Y" = 0. Es folgt I C ker ¢. Sei umge-
kehrt f € ker ¢. Dann folgt die Aussage, indem supp( f) geeignet partitioniert
und Lemma zusammen mit Bemerkung anwendet. |

2.9.4. Satz. Sei L C Z" ein Gitter. Das Gitterideal I}, ist genau dann ein Primideal,
wenn die abelsche Gruppe Z" | L torsionsfrei ist.

Beweis 1. Sei T = S, der Ring der Laurent-Polynome. Das Ideal I; ist ge-
nau dann ein Primideal, wenn die Extension I;T ein Primideal ist. Es gilt
T/ILT = K[Z"/L]. Aus Theorem 8.1 in [Gilmer, 1984] folgt, dass der Grup-
penring K[Z" /L] genau dann ein Integritatsbereich ist, wenn die Gruppe Z" /L
torsionsfrei ist. |

2.9.5. Bemerkung. Der Beweis von Theorem 8.1 in [Gilmer, 1984] benutzt die
Tatsache, dass abelsche torsionsfreie Gruppen auf eine mit der Gruppenver-
kniipfung vertragliche Weise total geordnet werden konnen.

Beweis 2. Sei I; ein Primideal. Sei b € Z" mit mb € L fir ein m > 0. Wir
behaupten b € L. Wir betrachten zundchst den Fall char(K) = 0. Es gilt die
Gleichung fup = frg € [ mit g = 37, xm=0b" (=06 Aus ¢(1,...,1) =m #
0 folgt ¢ ¢ I; und damit f, € I;. Aus Proposition folgt b € L. Ist die
Charakteristik von K eine Primzahl p, so schreibt man m = p®m’ fiir ein ganze
Zahl m’ > 1 teilerfremd zu p und benutzt die Gleichung f,,;, = fbpeh mit
ho= Y =i i pth -

Wir fassen die Ergebnisse des Abschnitts zusammen.
2.9.6. Satz. Sei I C S ein Binomideal. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) I ist ein Primideal;
(i) I = I fiir ein Gitter L C Z" mit torsionsfreiem Quotienten Z" |L;
(iii) I ist ein torisches Ideal.

Beweis. Wenn I ein Primideal ist, so folgt aus Proposition dass I = I,
gilt fiir ein Gitter L C Z". Aus Satz folgt, dass Z" /L torsionsfrei ist. Aus
Proposition folgt, dass L in diesem Fall der Kern einer ganzzahligen
Matrix und damit torisch ist. Abschlieflend folgt aus Proposition dass
torische Ideale Primideale sind. |
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2.10. Radikalitit von Gitteridealen

Satz liefert ein Kriterium fiir die Radikalitdt von Gitteridealen und
stellt eine Verallgemeinerung von Theorem 3.23 in [Herzog et al., 2018|] dar.
Zudem wurde der Beweis in einigen Punkten verdndert. Insbesondere nutzt
der Beweis von Lemma nun den Isomorphismus zwischen dem Quo-
tienten eines Polynomrings mit einem Binomideal und dem entsprechenden

Gruppenring aus Abschnitt[2.8]

2.10.1. Satz. Sei L € Z" ein Gitter. Falls char(K) = 0 gilt oder char(K) > 0 keine
Ordnung eines Elements in der Gruppe Z" [ L teilt, ist das Gitterideal I, ist radikal.

2.10.2. Lemma. Sei K ein Korper mit char(K) + m. Dann ist der Gruppenring
K[Z/mZ] reduziert.

Beweis. Sei G = Z/mZ und p = char(K). Sei f = >, c,x* # 0 ein Element in
k

K[G]. Da der Gruppenring K[G] Charakteristik p hat, gilt f P =3 x" Da

p* und m teilerfremd sind, folgt aus ap* = bp* stets a = b in G. Daraus folgt

fr#0. u

2.10.3. Beispiel. In F»[Z/2Z] gilt (x +1)> = x> +1=1+1=0. [

2.10.4. Lemma. Sei K ein Kérper mit char(K) = 0. Dann ist der Gruppenring
K[Z/mZ)] reduziert.

Beweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass
K algebraisch abgeschlossenist. SeiT = K[x*] der Ring der Laurent-Polynome
in einer Variablen. Es gilt K[Z/mZ] = T/(x™ — 1). Das Polynom x™ — 1 ist
separabel und es gilt deshalb x™ —1 = [/, (x —u;) fiir paarweise verschiedene
u;. Deshalb gilt (x™ — 1) = /L, (x — u;). Die Ideale (x — u;) sind prim in T.
Deshalb ist das Ideal (x™ — 1) radikal. [

2.10.5. Bemerkung. Der Beweis von Lemma [2.10.4{ funktioniert auch in der
Situation von Lemma[2.10.2, da das Polynom x™ — 1 separabel ist, falls p 1 m.

2.10.6. Lemma. Sei K algebraisch abgeschlossen. Seien A und B reduzierte K-
Algebren, wobei A endlich erzeugt ist. Dann ist die K-Algebra A ®k B reduziert.

Beweis. Proposition 5.17 in [Milne, 2024]. [ |

Beweis von Satz[2.10.1] Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit konnen wir
annehmen, dass K algebraisch abgeschlossen ist. Sei T = S, der Ring der
Laurent-Polynome. Aus Lemma und Satz folgt LT NS =1 :
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x® = I;. Es gentigt also zu zeigen, dass das Ideal I;T radikal ist. Es gilt
T/IL,T = K[Z"/L]und Z" /L = Z' @ Z/m1Z&® ... Z/mZ. Aus Lemma[2.8.1]]
folgt K[Z" /L] = K[Z"] ®k K[Z/m1Z] ®k ... ®k K[Z/m;Z]. Die Aussage folgt
aus den Lemmata2.10.2,[2.10.4|und [2.10.6] [ |

2.10.7. Beispiel. Sei L = 3Z C Z. Dann gilt I, = (x®> — 1). Das Ideal I ist
tiber jedem Korper K mit char(K) # 3 radikal. Uber K = Fj gilt allerdings
(x-1P¥=x3-1lelpundx—-1¢I;. |

2.11. Lawrence-Ideale

In diesem Abschnitt wird das Konzept des Lawrence-Ideals eines Binomideals
eingefiihrt. Ein Lawrence-Ideal ist ein homogenes Binomideal in einem Poly-
nomring mit doppelt so vielen Variablen. In Satz wird gezeigt, dass
die Grobnerbasis des Lawrence-Ideals eines Gitterideals mit der Graverbasis
des zugehorigen Gitters iibereinstimmt. Dies liefert neben dem Algorithmus
von Pottier eine alternative Methode zur Berechnung der Graverbasis
eines Gitterideals.

Im Folgenden betrachten wir die Polynomringe K[x] = K[x1, ..., x,] und
K[x,y] = K[x1,...,%Xn,Yy1,...,Yn]. Firein Binom f = x?—x? € K[x] definieren
wir das Binom f# = x”yb - xby” € K[x,y]. Furallea, b, c € N" gilt die Formel

(xC(xEl _ xb))# — xcyC(xa _ xb)#.

2.11.1. Notation. Sei I € K[x] ein Ideal. Wir bezeichnen mit B(I) die Menge
der Binome in I. Sei auferdem B’(I) die Menge der Binome x* — x? € B(I) mit
gcd(x“,xb) =1

2.11.2. Definition. Sei I C K[x] ein Binomideal. Das Lawrence-Ideal von I ist
das Binomideal A(I) = (f*: f € B(I)) € K[x, y].

Da das Lawrence-Ideale A(I) homogen ist, folgt aus der graduierten Ver-
sion des Lemmas von Nakayama, dass alle minimalen Erzeugendensysteme
von A(I) dieselbe Kardinalitit haben.

2.11.3. Proposition. Sei I C K[x] ein Binomideal und x*y°¢ — x"y* € A(I). Dann
gilt x* —xP e, x*—xTelunda+c=0b+d.

Beweis. Sei F = x"y° — x*y? € A(I). Dann gibt es Binome x% — x¥ € I mit
F(x,y) = X", hi(x, y)(x®%yb — xPiy®). Durch die Substitution y = 1 folgt
x* — xb € I. Durch die Substitution x = 1 und y = x folgt x° — x¥ € I. Durch
die Substitution y = x folgt x**° — x/*? = 0 und damit a + c = b + d. |
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2.11.4. Proposition. Sei I C K[x] ein Binomideal. Es gilt genau dann F € B’(A(I)),
wenn es ein f € B'(I) gibt mit F = f*.

2.11.5. Lemma. Seien a,b,c,d € N" mit a + ¢ = b + d, supp(a) N supp(b) = 0
und supp(c) Nsupp(d) = 0. Dann gilt a = d und b = c. |

Beweis von Proposition[Z.11.4) Aus f € B'(I) folgt f* € B'(A(I)). Sei umgekehrt
F € B'(A(I)). Dann gilt F = x"y° — xPy? fiir gewisse a,b,c,d € N" mit
a+c=b+dund ged(x?y¢, x*y¥) = 1. Es folgt supp(a) N supp(b) = 0 und
supp(c) N supp(d) = 0. Aus Lemma[2.11.5/folgt @ = d und ¢ = b. Es gilt also
F = xayb _ xbya — (xa _ xb)#. u

Fiir eine Teilmenge C C Z" schreiben wir A(C) = {(c, —c) : c € C}. Es gilt
wegen f( _¢) = f# stets Iac) € AIc). Im Allgemeinen gilt Inc) & A(lc), wie
das folgende Beispiel zeigt.

2.11.6. Beispiel. Sei C = {c1, c2} mitc1 = (2, -2) und ¢ = (1, =3). Wir betrach-
tendas Ideal Ic = (x2—x%, x1—x3). Es gilt A(C) = {(2,-2,-2,2),(1,-3,-1,3)}
und damit Inc) = (x2y2—x3y2, x1y5—x3y1) = (ff, f%). Esgilt f = x3-x5 € I¢,
denn (0,2)+c1—ca+c1—ca—c1 = (0, 6). Allerdings gilt f* = xzyg —xé’y% ¢ Inc),
denn der Vektor (0, 2,0, 6) kann nicht durch schrittweises Addieren von Ele-
menten in +A(C) in den Vektor (0, 6, 0, 2) tiberfiihrt werden, ohne dass dabei
die Menge N* verlassen wird. Es folgt I Ac) & Alce).

2.11.7. Proposition. Sei I C K[x] ein Binomideal und seien g1, ..., gm € I Binome
mit A(I) = (gf, el gﬁq). Dann gibt es eine Teilmenge G € {g1, ..., gm}, sodass die
Menge +G die Graverbasis von I ist.

Beweis. Sei f = x* — xtel primitiv. Dann gibt es Polynome h; € Z[x, y] mit
fH=xyl —xby® = high+...+ hugh. Es gibt also ein Binom g = xCyd — xdyc
mit ¢ = +¢* fiirein i und x°y? | x*y’. Insbesondere gilt x* —x? € I mit x° | x*
und x“ | xb. Da f primitiv ist, folgt f = +g;. |

2.11.8. Beispiel. Proposition liefert eine weitere Begriindung fiir die
Aussage Inc) & A(Ic) in Beispiel Die reduzierte Grobnerbasis des
Ideals I¢ beziiglich der lexikographischen Ordnung mit x1 > x; ist die Menge
G = {xg - x%, X1 — xg} Diese ist wegen Korollar in der Graverbasis des
Ideals Ic enthalten. Es gilt aber G € +{ f.,, f,} und damit I5c) & A(lc).

2.11.9. Proposition. Sei L € Z" ein Gitter. Dann gilt A(I1) = Ix().
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Beweis. Esgilt A(IL) = ((x"—x?)* : a—b € L). Des Weiteren folgtaus f(, —q) = fi
die Gleichung Iy = (f¥ 1 a € L). Es gilt Ing) € A(IL). Aus (x* - xby =
(X fap)* = xy° £, fiir ein ¢ € N" folgt A(IL) C Inq). ]

Seien @: L \ {0} — B'(I), ®(a) = f, und W: A(L) \ {0} — B’(Ipw)),
W(a,—a) = f} die Bijektionen aus Satz und ¢: L — A(L) der Gruppe-
nisomorphismus mit ¢(a) = (a, —a). Die Abbildung ¢ erhilt C-Minimalitat.
Die Bijektion ¢ = W o ¢ o @~ erfiillt Y(f,) = fF. Wir erhalten das folgende
kommutative Diagramm:

L\ {0} —25 A@)\ {0}

B'(I.) — B'(A(IL))

Die Abbildung 1) bildet die Graverbasis des Gitterideals I; bijektiv auf die
Graverbasis des Lawrence-Ideals A(I;) ab. Wir fassen die Aussage in der
folgenden Proposition zusammen.

2.11.10. Proposition. Sei L C Z" ein Gitter. Ein Binom f € I ist genau dann
primitiv, wenn f* € A(IL) primitiv ist und jedes primitive Binom in A(IL) ist von
der Form f* fiir ein primitives Binom f € If. |

2.11.11. Satz. Sei L C Z" ein Gitter und B ein minimales aus Binomen bestehendes
Erzeugendensystem des Ideals A(I1). Dann ist B die Graverbasis von A(Ip).

Beweis. Sei {Fy,...,Fn} € B(A(IL)) ein minimales Erzeugendensystem von
A(IL). Aus der Homogenitdt von A(Ir) folgt {F1, ..., Fm} € B’(A(IL)). Wegen
Proposition gibt es Binome fi, ..., fi;, € B’(I) mit F; = fi#. Aus Propo-
sitionfolgt, dass es eine Teilmenge G C {fi, ..., f} gibt, sodass +G die
Graverbasis von I, ist. Aus Proposition folgt, dass +{F,..., Fy} die
Graverbasis von A(Iy) ist. ]

Satz[2.11.11|liefert neben dem Algorithmus von Pottier[2.5.19|eine weitere
Moglichkeit, die Graverbasis eines Gitters zu berechnen.

2.11.12. Algorithmus. Sei L C Z" ein Gitter und C eine Menge von Erzeugern
von L. Dann ist A(C) eine Menge von Erzeugern von A(L). Aus Propositi-

on folgt A(IL) = Iz : (xy)™. Mit Lemma kann eine reduzierte

Grobnerbasis von A(Ir) berechnet werden. Sie besteht aus primitiven Bi-
nomen und hat daher die Form { gf, e, g,’i}. Aus Satz folgt, dass
+{g¥,..., gk} die Graverbasis von A(I) ist. Aus Proposition folgt,
dass +{g1, ..., gm} die Graverbasis von I, ist.
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2.11.13. Beispiel. Wir betrachten das von den Vektoren b; = (2,2) und b =
(0,1) erzeugte Gitter L C Z? aus Beispiel Sei C = {by,by}. Dann gilt
AC) ={(2,2,-2,-2),(0,1,0,-1)} und Ixc) = (x2x3 — y2y3,x2 — y2). Die
Menge {x? — y2, x, — Y2} ist eine reduzierte Grébnerbasis des Ideals A(I}) =
Ino) & (xy)*™. Alsoist i{x% —1, xo —1} die Graverbasis von I} beziehungsweise
+{(2,0),(1,0)} die Graverbasis des Gitters L.

2.12. Graphen

Hier wird ein Resultat tiber die Smith-Normalform der Inzidenzmatrix eines
Graphen zitiert, das in Abschnitt 3.8 aufgriffen wird.

2.12.1. Definition. Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen ohne Schlei-
fen G = (V, E) ist die Matrix Inz(G) € {0, 1}V*E, die durch

1, vee,

Inz(G)ye =
nz(G)oe {O, vée

fir allev € V und e € E definiert ist.

2.12.2. Satz. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph ohne Schleifen mit n Knoten.
Sei ¢(G) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G. Sei ¢1(G) die Anzahl
der Zusammenhangskomponenten von G, die nicht bipartit sind. Dann ist die Smith-
Normalform der Inzidenzmatrix Inz(G) gleich der Matrix

i

wobei D = diag(1,...,1,2...,2), n — c(G) die Anzahl der Einsen und c1(G) die
Anzahl der Zweien ist.

Beweis. Theorem 3.3 in [Grossman et al., 1995]. [ |

2.13. Summen von Primidealen

In diesem Abschnitt geht es um Summen von Idealen in Polynomringen
mit unterschiedlichen Variablenmengen. Insbesondere wird gezeigt, dass die
Summe von zwei Primidealen in unterschiedlichen Variablenmengen wieder
ein Primideale ist, falls der zugrundeliegende Korper algebraisch abgeschlos-
sen ist. Diese Uberlegungen werden in Abschnittaufgegriffen. Der Beweis
von Satz folgt dabei der Beweisidee von [darij grinberg, 2011].
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2.13.1. Bemerkung. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Fiir die Extension des
Ideals I unter der Inklusion R — R[x] gilt IR[x] = I[x]. Aus dem Isomor-
phismus R[x]/P[x] = (R/P)[x] folgt, dass ein Ideal P C R genau dann ein
Primideal ist, wenn die Extension P[x]| C R[x] ein Primideal ist.

Im Folgenden seien K[x] = K[x1,...,x,] und K[y] = K[y, ..., ym] Po-
lynomringe in den Variablenmengen {xi,...,x,} und {yi,...,yn}. Seien
I € K[x] und | € K[y] Ideale. Dann bezeichnen wir mit I + | die Summe
der Extensionen von I und | unter den Inklusionen K[x] — K[x,y] und
Kly] — KI[x,y]. Es gilt daher I + | = I[y] + J[x] = IK[x, y] + JK[x, y].

2.13.2. Proposition. Seien I ¢ K[x] und | ¢ Kly] echte Ideale. Dann gilt die
Gleichung K[x]Nn (I +]) =L

Beweis. Wir betrachten die lexikographische Monomordnung auf K[x, y| mit
X1>...> Xy > Y1 > > Yy Sei Gr = {fi(x), ..., fr(x)} eine Grobnerbasis
von I C K[x] und sei G2 = {g1(y), ..., gs(y)} eine Grobnerbasis von | € K[y].
Aus Buchbergers Kriterium[2.2.13|folgt mit Lemmal[2.2.7] dass die Vereinigung
G = G1 U Gy eine Grobnerbasis von I + | ist. Aus Lemmafolgt, dass der
Schnitt G N K[x] = G1 eine Grobnerbasis der Kontraktion K[x] N (I + J) ist. Es
folgt also K[x]N (I +]) = L. [

Im Folgenden sind alle Tensorprodukte iiber dem Korper K.

2.13.3. Proposition. Sei K algebraisch abgeschlossen. Seien A und B beides K-
Algebren und Integrititsbereiche, wobei A endlich erzeugt ist. Dann ist die K-Algebra
A ® B ein Integrititsbereich.

Beweis. Proposition 5.17 in [Milne, 2024]. [ |

2.13.4. Proposition. Sei K algebraisch abgeschlossen. Seien A und B beides K-
Algebren, wobei A endlich erzeugt ist. Seien P C A und Q C B Primideale. Dann
ist das Ideal P® B + A ® Q ein Primideal.

2.13.5. Lemma. Seien A und B beides K-Algebren und ¢: A® B — (A/I)® (B/])

der kanonische K-Algebra Homomorphismus mit a ® b +— @ ® b. Dann gilt die
Gleichungkerp =I® B+ A® .

Beweis. Die Inklusion ,2“ ist klar. Insbesondere folgt aus der universellen
Eigenschaft von Quotienten, dass es einen eindeutigen Homomorphismus

7:(A®B)/(I®B+A®]) — A/I®B/]
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gibt mit a(m) =a®b.Es gilt genau dann kerp =1 ® B + A® |, wenn der
Homomorphismus ¢ injektiv ist. Wir konstruieren eine Umkehrabbildung
von ¢@. Die Abbildung A/I X B/] — (A® B)/(I® B+ A ® ]) ist K-bilinear.
Deshalb gibt es eine K-lineare Abbildung A/I® B/] — (A® B)/(I® B+ A®])

mita® b > a ® b. Diese ist die Umkehrabbildung von . |

Beweis von Proposition[2.13.4, Der Homomorphismus ¢: A® B — (A/P)®
(B/Q) mit x ® y — X ® ¥ ist surjektiv. Aus Proposition folgt, dass
die K-Algebra (A/P) ® (B/Q) ein Integrititsbereich ist. Deshalb ist ker ¢ ein
Primideal. Aus Lemma[2.13.5/folgtker¢ = P® B+ A® Q. n

2.13.6. Proposition. Seien I C K[x] und ] C Kly] Ideale. Es gibt einen Isomorphis-
mus @: K[x]® K[y] = K[x,y] mit o(f ® g) = f g fiiralle f € K[x] und g € K[y].
Unter diesem Isomorphismus korrespondiert das Ideal I ® K[y] + K[x] ® | zu dem
Ideal I +] € K[x,y].

Beweis. Die Existenz des Isomorphismus folgt aus der universellen Eigen-
schaft des Tensorprodukts von K-Algebren. Diese wird zum Beispiel in Lem-
ma 6 des Lehrbuches [Bosch et al., 2013|] beschrieben. Wir behaupten die Glei-
chung ¢(I® K[y] + K[x]® J) = I +]. Die Inklusion ,C“ ist klar. Sei umgekehrt
hel+].Danngilth = f+gmitf =Y a;(x)y'und g =Y, bj(y)xf fiir gewisse
ai(x) € I und b;(y) € J. Daraus folgt ,2". [

2.13.7. Satz. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Seien P C K[x]| und
Q ¢ Kly] Primideale. Dann ist das Ideal P + Q ein Primideal in K[x, y].

Beweis. Das folgt aus Proposition [2.13.4/und Proposition 2.13.6 |

Wenn der Korper K nicht algebraisch abgeschlossen ist, gilt die Aussage
in Satz im Allgemeinen nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

2.13.8. Beispiel. Wir betrachten die Ideale I = (x> + x +1) C Q[x] und | =
(y?> + y + 1) C Q[y]. Die Ideale I und J sind Primideale, denn x? + x + 1 ist
irreduzibel iiber Q. Die Summe I +] = (x> +x+1,y2+y +1) C Q[x, y] ist kein
Primideal, denn es gilt (y —x)(y —x?) = (x —y -1 (x2+x+1)+(y2+y+1) € [+],
abery—x¢l+Jundy—x>¢l+].

2.13.9. Satz. Sei K C L eine Kdrpererweiterung. Dann gilt K[x] N IL[x] = I fiir
jedes Ideal I C K[x].

Wir wiederholen einige elementare Lemmata der Linearen Algebra {iber
das Tensorprodukt von K-Vektorraumen, bevor wir Satz[2.13.9beweisen.
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2.13.10. Lemma. Seien V und W beides K-Vektorriume. Sei (v;)icr eine Basis von
V und (wj)jej eine Basis von W. Dann ist (v; ® w;)(; je1xy eine Basis von V@ W.

Beweis. Esistklar, dass (v;®w)); ; ein Erzeugendensystem des K-Vektorraums
V®W ist.Sei ), c;ju;®w; = 0 eine Linearkombination und (k, I) € Ix] fest. Die
Abbildung V XW — K, (v, w) = axb;, wobei v = ¥} a;v; mitw = 3 bjw;, ist K-
bilinear und lasst sich deshalb zu einer K-linearen Abbildung ¢: V® W — K
mit v ® w > a;by fortsetzen. Es gilt ¢(v; ® wy) = 1 und ¢(v; ® w;) = 0 fiir
(i,7) # (L, k). Es folgt 0 = @(2 cijvi ® wj) = cix. Da [ und k beliebig waren,
folgt die lineare Unabhéngigkeit von (v; ® w;); ;. |

2.13.11. Lemma. Seien V und W beides K—Vektorriume. Fiir Vektoren v € V und
w € W folgt aus v @ w = 0 in dem K-Vektorraum V ® W stets v = 0 oder w = 0.

Beweis. Sei (v;); eine Basis von V und (wj); eine Basis von W. Sei v = }}; A;v;
und w = ; pjw;. Dann gilt v @ w = ;i Aipj(vi ® wj). Aus Lemma
folgt Aju; = 0 fiir alle i und j. Aus A; # 0 fiir ein i folgt somit u; = 0 fiir alle
Indizes j. Es folgt w = 0. |

2.13.12. Lemma. Seien A und B beiden K-Algebren. Dann ist der kanonische K-
Algebra Homomorphismus 6: A — A® B, a — a ® 1 injektiv.

Beweis. Das folgt aus Lemma|[2.13.11) dennaus a ® 1 = 0 folgt a = 0. |

Beweis von Satz[2.13.9 Es gilt genau dann I = K[x] N IL[x], wenn der Ring-
homomorphismus ¢: K[x]/I — L[x]/IL[x] mit f + I +— f + IL[x] injektiv ist.
Aus Proposition 7 in dem Lehrbuch [Bosch et al., 2013]] folgt der kanonische
Isomorphismus @: K[x]/I® L — L[x]/IL[x] mit (f + ) ® a +— (af) + IL[x].
Des Weiteren ist der kanonische K-Algebra Homomorphismus o: K[x]/I —
K[x]/I® Lmit f +1 + (f +I) ® 1 nach Lemma 2.13.12]injektiv. Es folgt die
Injektivitdt von ¢, denn das folgende Diagramm ist kommutativ:

K[x]/T — L[x]/IL[x]

XT“P -

Klx]/I®L

2.13.13. Korollar. Sei K C L eine Korpererweiterung. Seien f1, ..., fs € K[x] und
sei(f1,..., fs)ein Primideal in L[x]. Dannist (f1, ..., fs) ein Primideal in K[x]. =

Im Folgenden sei K der algebraische Abschluss des Korpers K.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 31

2.13.14. Proposition. Seien fi,..., fs € K[x] und g1,...,8, S K[y] Polynome.
Sind die Ideale (f1, ..., fs) C E[x] und (g1,...,8r) C K[y] Primideale, so ist das
Ideal (f1,...,fs,81,...,8r) ein Primideal in dem Polynomring K[x,y].

Beweis. Das folgt aus Satz und Korollar[2.13.13 |

2.13.15. Definition. Sei K der algebraische Abschluss eines Korpers K. Ein
Primideal P C K[x] heifit stabil, falls die Extension PK[x] unter der Inklusion
K[x] — K][x] ebenfalls ein Primideal ist.

2.13.16. Beispiel. Das Primideal (x? + x + 1) C Q[x] ist nicht stabil, da das
Polynom x2 + x + 1 in dem Polynomring Q[x] nicht irreduzibel ist.

2.13.17. Satz. Seien I ¢ K[x] und | ¢ K[y] echte Ideale mit der Eigenschaft, dass
ihre minimalen Primideale stabil sind. Dann ist jedes minimale Primideal von I + |
von der Form P + Q fiir minimale Primideale I C P C K[x] und ] € Q C K[y].

Beweis. Sei M C K[x,y] ein minimales Primideal von I + J. Aus Propositi-
on folgt I € M N K[x] und ] € M N K[y]. Es gibt daher minimale
Primideale P ¢ K[x] von I und Q ¢ K[y] von | mitI € P € M N K[x] und
JS Q< MnKl[y].EsfolgtI +] € P+Q € M. Da P und Q stabil sind, folgt
aus Proposition[2.13.14] dass die Summe P + Q ein Primideal in K[x, y] ist. Es
folgt P + Q = M wegen der Minimalitdt von M. |



Kapitel 3

Gemischte Binomkantenideale

Mathematik ist ein Spiel, das nach
bestimmten einfachen Regeln mit
bedeutungslosen Markierungen auf dem
Papier gespielt wird.

(David Hilbert)

3.1. Definition

Sei K ein Korper und S = K[x1,...,X,,Y1,...,Yn] der Polynomring in 2n
Variablen. Im Folgenden untersuchen wir Ideale, die von Binomen der Form
fab = Xayp — XpYo und gap = XaXp — Yayp flira, b € {1, ..., n} erzeugt werden.

3.1.1. Definition. Sei G = (V, Ey, E1) ein Graph mit Knotenmenge V = {1, ..., n}
und zwei verschiedenen Sorten von Kanten E( C (‘2/) und E1 C (‘2/) Das Ideal

I = (fap :{a,b} € Eo) + (gav : {a,b} € Ey)

heifit das von G erzeugte gemischte Binomkantenideal. Die Kanten in der Menge
Eg heiflen gerade und die Kanten in der Menge E; heifien ungerade.

3.1.2. Beispiel. Wir betrachten den Graphen G = ([4], Eo, E1) mit den Kan-
tenmengen Eq = {23,24,34} und E; = {12,13,23, 34}, der in Abbildung
dargestellt ist. Die drei durchgezogenen Kanten sind gerade und die vier
gestrichelten Kanten sind ungerade. Das von G erzeugte gemischte Binom-

kantenideal ist das Ideal I¢ = (f23, f24, f34, S12, £13, §23, $34)-

32



KAPITEL 3. GEMISCHTE BINOMKANTENIDEALE 33

Abbildung 3.1: Ein Graph mit zwei verschiedenen Sorten Kanten.

Gibt es keine ungeraden Kanten, so ist Iz das zu dem Graphen (V, E)
zugehdrige binomial edge ideal. Solche Ideale wurden erstmals 2009 unab-
hédngig voneinander in [Herzog et al., 2009] und [Ohtani, 2009] untersucht.
Wenn es keine geraden Kanten gibt, so ist I¢ das zu dem Graphen (V, E1)
zugehorige parity binomial edge ideal. Diese Sorte von Idealen wurde 2016
in [Kahle et al., 2016b|] untersucht. Des Weiteren wurden diese Ideale in der
Dissertation [Windisch, 2016] behandelt. Im Folgenden wird gezeigt, dass ge-
mischte Binomkantenideale eine passende Verallgemeinerung von binomial
edge ideals und parity binomial edge ideals darstellen. Die Idee, Ideale zu
betrachten, die von zwei verschiedenen Typen von Binomen erzeugt werden,
stammt von Dr. Philipp Korell. Er hat bemerkt, dass sich die Beweise aus
[Kahle et al., 2016b|] weitestgehend auf gemischte Binomkantenideale verall-
gemeinern lassen. Die Aussagen, die man auf diese Weise erhilt, enthalten
Aussagen tiber binomial edge ideals als Spezialfélle. Diese Beobachtung wird
im Folgenden ausgearbeitet.

3.2. [Elementare Eigenschaften

Zunichst leiten wir einige einfache Gleichungen her, die im weiteren Verlauf
der Arbeit niitzlich sein werden. Es gilt g,, = gp, und fap = —fp,. Aufierdem
gilt fos = 0und g4 = x% + yfl. Die zwei verschiedenen Arten von Binomen f,,
und g, hdngen auf folgende Weise miteinander zusammen.

3.2.1. Lemma. Fiiralle a,b,c € {1, ..., n} gelten die folgenden Gleichungen:

(1) xbfac = xcfub + xafbc/ (U) xbfac = Yc&ab — Ya8be,
(ii) ]/bfac = ]/cfab + yafbc/ (vi) ybfac = Xc8ab — Xalbc/
(iii) Xp&8ac = Xc&ab — yabe/ (vii) Xp&ac = ]/cfab + Xa8bcs

(iv) YpQac = YeQab — Xafves (Vii]) YyQac = Xcfab + YaSbe-
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3.2.2. Notation. Fiir eine Zahl b € {1, ..., n} sei ®, der Isomorphismus S — S
mit x, — Yy und yp — xp. Es gelten die Gleichungen @ (f;5) = gup und
Dy(foc) = —Qpc- Im Folgenden sei t, € {x,, y,} fira € {1,...,n}. Wir schrei-
ben t, = ®,(t,). Es gilt daher x; = y, und y,; = x,. Des Weiteren sei W, der
Isomorphismus S — S mit x, = xp, X5 = X4, Yo = Yp und y, = y,. Es
gelten die Gleichungen W ,,(g45) = gap und Wop(fan) = —fab-

Beweis von Lemma[3.2.1] Fur t. € {x.,y.} und t, € {x,4, y,} gilt die Gleichung
tefab + tafoe = teXalyp — teXpYa + taXpYe — taXcyp. Flr t = x folgt xc fap + X4 foc =
—XcXpYa + XaXpYe = Xpfoe und damit Gleichung . Fir t = y folgt xcfap +
Xafve = YeXa¥b = YaXcYb = Ypfac und damit Gleichung (ii). Es gilt daher die
Gleichung t, fac = tc fap + tafpc. Durch Anwendung von @,, @y, @, auf beiden
Seiten der Gleichung folgen jeweils die Gleichungen tyg:c = tcgapr — ta foe,
tp fac = Egab - Egbc, thQac = Efab + tagpc und damit die Gleichungen
bis (viii). L

3.2.3. Lemma. Fiirallea,b € {1, ...,n} gelten die folgenden Gleichungen:

@) fap = =xp(Xa +Ya) + Xa(x + Y1), (©) fap = X6(Xa = Ya) = Xa(x0 = ),
(i) fab = Yo(Xa + Ya) = Ya(Xp + Y6), (00 fab = Yo(Xa = Ya) = Ya(Xp = Yb),
(iii) ab = Xp(Xa + Ya) = Ya(Xp + Y1), (Vi) gap = Xp(Xa = Ya) + Ya(xp — Y1),
(i) &ab = —Yu(Xa +Ya) + Xa(xp + Y), (Vi) Qap = Yp(Xa = Ya) + Xa(xp — Yp)-

Beweis. Die Aussagen (i) und (v) folgen aus fa, = X,Yp + XaXp — XaXp — XpYa-
Die Aquivalenzen <:> und (v) <:) folgen durch Anwenden des Isomor-
phismus —®, D, denn es gilt —~®, Dy (fz5) = fap. Die Aquivalenzen @
und (vii) & (viii) folgen durch Anwenden des Isomorphismus W,;,. Des Wei-
teren folgen die Aquivalenzen @ und @)(:) durch Anwenden des
Isomorphismus @;. [}

3.2.4. Lemma. Fiirallea,b € {1, ..., n} gelten die folgenden Gleichungen:
(1) Sab +fab = (x; — yﬂ)(xb + ]/b)r
(ii) 8ab — fub = (x; + ya)(xb - yb)

Beweis. Aussage (i) folgt zum Beispiel, indem man Gleichungen (i) und
aus Lemma zusammenaddiert. Durch Anwenden des Isomorphismus
W, folgt die Aquivalenz <:>. [
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3.3. Kantenziige

In diesem Abschnitt leiten wir ein kombinatorisches Kriterium dafiir her,
dass bestimmte Binome in einem gemischten Binomkantenideal enthalten
sind. Dafiir definieren wir zunéchst den Begriff des Kantenzugs.

3.3.1. Definition. Ein (v, v;)-Kantenzug P der Lange [ ist eine Folge von Kno-
ten (vg,v1,...,v;) € V! und ein Vektor x € {0,1}' mit der Eigenschaft
{vi,vi1} € Ey, furallei =0,1,...,1 — 1. Der Kantenzug P heifst (un)gerade,
falls die Summe |x|; = Zi’:l x; (un)gerade ist. Das Innere des Kantenzugs P ist
die Menge int(P) = {vg, v1,...,v1} \ {vo, v1}.

3.3.2. Satz. Sei P ein (a,b)-Kantenzug in G. Fiir v € int(P) sei t, € {xy, Yo }. Wir
betrachten das Monom u = [[,eintp) to-

(i) Ist P gerade, so gilt u f,p € Ig;
(ii) Ist P ungerade, so gilt u g,y € Ic.

Beweis. Seil die Lange des Kantenzugs P. Fiir | = 1ist die Aussage klar. Sei [ >
1. Istint(P) = 0, so bleibt die Aussage klar. Sei also v € int(P). Dann teilt P sich
auf in einen (a, b)-Kantenzug P’ und einen (b, c)-Kantenzug P” von jeweils
kiirzerer Lange. Sind P und P’ gerade, so ist auch P” gerade. Es gilt int(P’) C
int(P) \ {v} und int(P”) C int(P) \ {v}. Per Induktion folgt (1/t,) fav € I und
(u/ty)for € Ig. Aus Lemma[3.2.1]folgt die Gleichung t, fap = tp fao + tafop und
damitu foy = ty(u/ty) fao+ta(u/ty) for € Ic. Die anderen drei Félle ergeben sich
analog, indem man die anderen Gleichungen aus Lemma[3.2.T|benutzt. —m

3.3.3. Bemerkung. Proposition ist nicht richtig, wenn man Graphen mit
Schleifen betrachtet. Sei G = ({1,2},0, {11, 12}) der Graph aus Abbildung
Das von G erzeugte gemischte Binomkantenideal ist das Ideal I¢ = (g11, $12)-
Der (1,2)-Kantenzug P = (1,1, 2) ist gerade und es gilt int(P) = 0. Allerdings
gilt fio = x1y2 — x211 € IG.

Abbildung 3.2: Ein Graph mit einer Schleife.
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3.4. Grobnerbasis

Ich habe das symbolische Rechnen mit Stumpf
und Stil verlernt.

(Emmy Noether)

Im Folgenden sei < die lexikographische Monomordnung auf S, die durch
X1 > X2 > ...> Xy > Y1 > Y2 > ... > Yy, induziert wird. In diesem Abschnitt
berechnen wir eine aus Binomen bestehende Grobnerbasis des gemischten
Binomkantenideals I beziiglich dieser Monomordnung. Dafiir wird Lem-
ma ein wichtiges Hilfsmittel sein.

3.4.1. Definition. Sei B die Menge aller Binome aus Satz[3.3.2}

Die Menge B enthilt daher fiir jeden geraden (a, b)-Kantenzug P die Bi-
nome u f,, und fiir jeden ungeraden (c, d)-Kantenzug Q die Binome u g4,
wobei u = [[eintp) to alle moglichen Monome durchlduft mit t, € {xy, y»}.
Die Menge B ist endlich und aus Satz folgt B C I.

3.4.2. Satz. Die Menge B ist eine Grobnerbasis von Ig.

Wir beweisen diesen Satz, indem wir zeigen, dass Buchbergers Kriteri-
um [2.2.13erfiillt ist. Das ist die Aussage des folgenden Satzes.

3.4.3. Satz. Seien b, b’ € B. Dann gilt S(b,b") —5 0.

Wir teilen den Beweis von Satz in drei Lemmata auf. Im Folgenden
sei P ein (a, b)-Kantenzug und Q ein (c, d)-Kantenzug. Seien int(P) = P* U PY
und int(Q) = Q* U QY disjunkte Zerlegungen. Wir definieren die Monome
u = [Tiepr xi [Tiepy yi und v = [Ticgx xi [Tiegy vi-

3.4.4. Lemma. Seien P und Q gerade. Dann gilt S(u fup, v fea) —5 0.

Beweis. Das S-Polynom erfiillt fiir alle Polynome f und g die Gleichungen
S(f,g) = S(-f,g) = S(f,—g) = S(—=f,—g) Wegen der Gleichungen f;;, =
—foa und foqg = —fi. konnen wir daher stets 2 < b und ¢ < d annehmen.
Insbesondere gilt LM(f5) = x,yp und LM(f.4) = x.y4. Des Weiteren gilt fiir
alle Polynome f und g die Gleichung S(f, g) = —5S(g, f). Deshalb kénnen wir
auch a < c annehmen. Wir betrachten das quadratfreie Monom

3 lem(ux,yp, vXcYa)
h lem(x,yp, XcYa)
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aus Lemma Wir schreiben w = [];cx xi [1;cy ¥i und unterschieden drei
Falle:

(i)

(i)

(iif)

Seien LM( f;5) und LM(f.4) teilerfremd. Das bedeutet 2 < ¢ und b # 4.
In diesem Fall gilt X = P*\ {c} UQ* \ {a} und Y = P¥Y \ {d} U QY \ {b}.
Mit Lemma und Lemma gilt die Standarddarstellung

S(ufab/ Ufcd) = ws(fab;fcd) = wxdycfab - wxbyufcd-

Beide Summanden sind das Produkt von einem Binom aus B mit einem
Monom. Deshalb gilt S(u fzp, v fea) =B 0.

Angenommen, es gilt a4 = c. In diesem Fall gilt X = P* U Q* und

Y =PV \{d}uQ¥\{b}. Aus Lemmaund Lemma folgt
S(ufab, v fad) = WS(fab, fad) = W(Ydfab = Yb fad) = WYafab-

Da die Konkatenation von P und Q ein gerader (d, b)-Kantenzug ist,
folgt wy, fap € B und damit S(u fap, v fag) —5 0.

Angenommen, es gilt b = d. In diesem Fall gilt X = P* \ {c} U Q* \ {a}
und Y = PY U QY. Aus Lemma und Lemma folgt

S(ufap, vfev) = wS(fap, fev) = W(xc fap — Xafep) = WXy fac

und damit S(u fzp, v faa) =B 0. ]

3.4.5. Beispiel. Wir betrachten den in Abbildung [3.3| dargestellten Graphen

G =

([5], Eo, @) mit den geraden Kanten Ey = {13,14,15,23,34}. Sei P der

(1,3)-Kantenzug (1,4, 3) und Q der (2, 5)-Kantenzug (2, 3,1, 5). Seiu = y4 und
v = x1y3. Es giltalso P* = 0, PY = {4}, Q* = {1} und QY = {3}. Esfolgt X =0,
Y = {4} und somit w = y4. Es gilt S(y4fi3, X1Y3f25) = X5Y2Yaf13 — X3Y1Y4f25.
Es gilt y4fi13 € B und x3y1 fo5 € B. Also folgt S(u f13, v f25) =38 0.

OGO

Abbildung 3.3: Der Graph aus Beispiel

3.4.6. Lemma. Sei P gerade und Q ungerade. Dann gilt S(u fap, vgca) —8 0.
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Beweis. Wir kénnen a < b annehmen. Es gilt also LM(f,5) = x,y5 und
LM(gcd) = xcx4. Wir betrachten das quadratfreie Monom

_ lem(uxayp, vxcxq)
lem(x,yp, XcX4)

aus Lemma Wir schreiben w = [];cx xi [ [;ey ¥i und unterschieden zwei
Falle:

(i) Seien LM(f,p) und LM(gcq) teilerfremd. Das bedeutet a # c und a # d.
In diesem Fall gilt X = P*\ {c,d} UQ* \ {a} und Y = PY U QY \ {b}. Mit
Lemma und Lemma gilt die Standarddarstellung

S(ufan, v8ct) = WS(fab, §cb) = WYcYd fab — WXpYaGed
und damit S(u fap, vgcp) —B 0.

(ii) Seien LM(f;p) und LM(g.4) nicht teilerfremd. Dann gilt 4 = ¢ oder
a = d. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit sei a = c. In diesem Fall
gilt X = P*\ {d} UQ* und Y = PY U QY \ {b}. Aus Lemma 2.2.3und
Lemma folgt

S(ufab, v8ad) = WS(fab, §ad) = W(Xdfab — YbSad) = ~WYagbd-

Da die Konkatenation von P und Q ein ungerader (b, d)-Kantenzug ist,
folgt —wy,gpa € B und damit S(u fop, vgs4) —5 0. [

3.4.7. Lemma. Seien P und Q ungerade. Dann gilt S(ugap, vScd) —B 0.

Beweis. Wir konnen a < b, ¢ < d und a < ¢ annehmen. Wir betrachten das
quadratfreie Monom

_lem(ux,xp, vxcx4)

~ lem(xgxp, XcXg)
aus Lemma Wir schreiben w = [];cx xi [ [;ey vi und unterschieden zwei
Falle:

i) Angenommen, LM(g,») und LM(g.4) sind teilerfremd. In diesem Fall
& 8 8
gilt X = P*\{c,d}UQ*\{a,b} und Y = PY UQY . Mit Lemma[2.2.3/und
Lemma gilt die Standarddarstellung

S(ugab, vgcb) = WS(ab, Scb) = WYcYdgab — WYalYbSed

und damit S(ug,p, vgcr) —B 0.
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(ii) Angenommen, LM(g,5) und LM(g.4) sind nicht teilerfremd. Wir kénnen
uns auf den Fall beschridnken, dass genau eine Variable iibereinstimmt.
Angenommen, es gilt a # c. In diesem Fall gilt X = P* \ {c} U Q* \ {a}

und Y = PY U QY. Aus Lemma und Lemma folgt
S(ugab, v8bc) = WS(8av, ve) = W(Xc&ab = Xa&be) = WY fac-

Da die Konkatenation von P und Q ein gerader (a, c)-Kantenzug ist,
folgt wyy fac € B und damit S(ug,p, vgcy) —5 0. ]

3.5. Reduzierte Grobnerbasis

In diesem Abschnitt geben wir die reduzierte Grobnerbasis des Ideals I be-
ziiglich der Monomordnung < an. Sie hat dieselbe Gestalt wie die reduzierte
Grobnerbasis in [Kahle et al., 2016b]]. Eine wichtige Beobachtung ist, dass sie
die reduzierte Grobnerbasis aus [Herzog et al., 2009] als Spezialfall enthalt.

3.5.1. Notation. Sei V' C V eine Teilmenge der Knotenmenge. Wir bezeich-

nen mit G[V’] den von V’ induzierten Untergraphen (V’, Ej, E]) mit Kan-

tenmengen E|) = (‘;) NEg und Ef = (‘;) N E;. Fiir eine Folge von Knoten
P = (vy,...,v;) € V! definieren wir G[P] = G[{v1, ..., v}].

3.5.2. Definition. Sei P ein gerader (a,b)-Kantenzug mit a < b. Sei u das
Monom [],cin(p) to mit t, € {xy, Yo} fiir alle v € int(P). Das Binom u f,, € B
heif3t reduziert, falls die folgenden Eigenschaften fiir alle v € int(P) gelten:

(i) Es gibt keinen geraden (a, b)-Kantenzug in G[P \ {v}],
(ii) Fallsv < a,sogiltt, =y,

(iii) Falls a < v < b, so sind alle (4, v)-Kantenziige in G[P] ungerade und es
gilt t, = o,

(iv) Falls b < v, so sind entweder alle (4, v)-Kantenziige in G[P] gerade und
es gilt f, = x,, oder alle (4, v)-Kantenziige in G[P] sind ungerade und es

gilt t, = Y.
In diesem Fall heifst der Kantenzug P ebenfalls reduziert.

Sei P ein gerader reduzierter (a,b)-Kantenzug und u f,;, das korrespon-
dierende reduzierte Binom. Wir definieren die Mengen

P* = {v € int(P) : b < v und es gibt einen geraden (a, v)-Kantenzug in G[P]}
und PY = int(P) \ P*. Fir das Monom u gilt dann u = [],epx Xo [ [oepy Yo-
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3.5.3. Beispiel. Wir betrachten den Graphen G = ([5], {12,45}, {13,35}) aus
Abbildung Der gerade (2,4)-Kantenzug P = (2,1,3,5,4) ist reduziert.
Das korrespondierende reduzierte Binom ist x5y1Y3 f24.

Abbildung 3.4: Der Graph aus Beispiel

3.5.4. Definition. Sei P ein ungerader (a, b)-Kantenzug mit a < b. Sei u das
Monom [],cin(p) to mit t, € {xy, Yo} fiir alle v € int(P). Das Binom u g, € B
heifit reduziert, falls die folgenden Eigenschaften fiir alle v € int(P) gelten:

(i) Es gibt keinen ungeraden (a, b)-Kantenzug in G[P \ {v}],

(ii) Esgiltv <bund t, =y,
(iii) Falls a < v < b, so sind alle (a, v)-Kantenziige in G[P] ungerade.
In diesem Fall heifst der Kantenzug P ebenfalls reduziert.

Sei P ein ungerader reduzierter (a, b)-Kantenzug und u g,; das korrespon-
dierende reduzierte Binom. Fiir das Monom u gilt dann u = [yeinyp) Yo-

3.5.5. Beispiel. Wir betrachten den Graphen G = ([5], {34}, {13, 15,24}) aus
Abbildung 3.5 Der ungerade (2, 5)-Kantenzug P = (2,4, 3,1, 5) ist reduziert.
Das korrespondierende reduzierte Binom ist y113y4g2s.

Abbildung 3.5: Der Graph aus Beispiel

3.5.6. Definition. Sei R C B die Menge der reduzierten Binome.
3.5.7. Satz. Die Menge der reduzierten Binome R ist eine Grébnerbasis von Ig.
3.5.8. Lemma. Sei u f,, € B. Dann gilt u f,; —r 0.

Beweis. Der Beweis ist eine Induktion nach der Lange / des Kantenzuges P.
Der Fall I = 1 ist klar. Sei also I > 1. Sei u f,, nicht reduziert und v € int(P)
ein Knoten, der nicht alle Eigenschaften aus Definition erfillt. Wenn
Eigenschaft () aus Definition verletzt ist, so ist das Binom uf,, das
Produkt von einem Monom mit einem Binom, das zu einem kiirzeren geraden
(a, b)-Kantenzug korrespondiert. Dieses Binom reduziert sich per Induktion
zu 0 modulo R. Sei also Eigenschaft (i) erfiillt. Wir unterscheiden drei Félle:
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(i)

(ii)

(iii)

Sei v < a. Dann ist Eigenschaft nicht erfiillt und es gilt t, = x.
Angenommen, es gibt einen geraden (a,v)-Kantenzug P’ in G[P]. Da
P gerade ist, gibt es einen geraden (v, b)-Kantenzug P” in G[P]. Die
Gleichung x, fay = Xp fav + X4 fop ist eine Standarddarstellung, denn es
gilt LM(xo fap) = XoXaYp, LM(Xp fau) = XoXpYa und LM(x, fop) = X0 XaYp-
Mit u’ = u/x, gilt die Standarddarstellung u f,; = u'xp fao + 1'%, fop.
Die Summanden sind jeweils das Produkt von einem Monom mit einem
Binom in B. Die Kantenziige P’ und P” haben kiirzere Linge als P.
Deshalb folgt per Induktion u f,; —r 0.

Angenommen, es gibt einen ungeraden (a, v)-Kantenzug in G[P]. Da
P gerade ist, gibt es einen ungeraden (v, b)-Kantenzug in G[P]. Die
Gleichung x; fay = Yv a0 — Yagob ist eine Standarddarstellung, denn es
gilt LM(foab) = XvXalYb, LM(ybg(w) = XpXgYp und LM(yagvb) = XoXpYa-
Mit derselben Argumentation wie oben folgt per Induktion u f,; —r 0.

Seia < v < b. Dann ist Eigenschaft nicht erfiillt. Angenommen, es
gibt einen geraden (a, v)-Kantenzug. Da P gerade ist, gibt es einen gera-
den (v, b)-Kantenzug. Die Gleichung t; f;p = tp fav + tafop ist eine Stan-
darddarstellung, denn es gilt LM(t;, fap) = Xatoyp, LM(tp fao) = XaYolp
und LM(t, fop) = taxoyp flr t, € {xy, Yo}

Angenommen, alle (4, v)-Kantenzug in G[P] sind ungerade. Da Eigen-
schaft nicht erfillt ist, gilt £, = x,. Da P gerade ist, gibt es einen
ungeraden (v, b)-Kantenzug. Die Gleichung x; fap = Y5 8av — Ya&ob ist ei-
ne Standarddarstellung, denn es gilt LM(x;, fap) = XaXo Y, LM(Yp §av) =
XaXoYp und LM(y,90p) = XoXpY,. In beiden Fillen folgt per Induktion
Mfab —R 0.

Sei b < v. Dann ist Eigenschaft nicht erfiillt. Angenommen, es gilt
t, = x,. Dann gibt einen ungeraden (a,v)-Kantenzug. Die Gleichung
Xo fab = Yb8av—YaZub istwegen LM(xy fap) = XaXoYp, LM(YbSav) = XaXoYp
und LM(y,8vp) = Xp X0y, eine Standarddarstellung.

Angenommen, es gilt f, = y,. Dann gibt einen geraden (a, v)-Kantenzug.
Die Gleichung yofav = Ybfao + Yafor ist wegen LM(Yo fan) = XaVYols,
LM(Y fav) = XaYolyp und LM(y, for) = XoYaYp eine Standarddarstellung.
In beiden Féllen folgt per Induktion u f,;, —r 0. |

3.5.9. Lemma. Sei ug,y, € B. Dann gilt ug,, —r 0.

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma indem man
fir einen Knoten v € int(P) die Darstellungen f,9, = tyQav — tafor und
to&ab = tv fav + tagop aus Lemma benutzt. |
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Beweis von Satz[B.5.71 Seien r,r’ € R reduzierte Binome. Aus Satz folgt
S(r,r’) —p 0. Des Weiteren folgt b —r O fiir alle b € B aus den Lemmata[3.5.8]
und[3.5.9 Deshalb folgt S(r, ') — 0. Aus Buchbergers Kriterium[2.2.13|folgt,
dass die Menge der reduzierten Binome R eine Grobnerbasis des Ideals I
beziiglich der Monomordnung < ist. |

Die verbleibende Aufgabe besteht darin zu zeigen, dass die Menge R nach
Definition [2.2.14{reduziert ist. Das ist die Aussage des folgenden Satzes.

3.5.10. Satz. Seien b, b’ € R mit b # b’. Fiir alle u € supp(b) gilt LM(b’) 1 u.

Zu betrachten sind vier Félle: gerade-gerade, gerade-ungerade, ungerade-
gerade und ungerade-ungerade, wobei in jedem Fall zwei Monome untersucht
werden. Diese Untersuchung erfolgt in den folgenden acht Lemmata.

3.5.11. Lemma. Seien u fap, v fea € R reduziert mit LM(v feq) | LM(u fop). Dann
folgt u fap =V feq.

Beweis. Sei P der zu dem Binom u f,;, korrespondierende reduzierte (a, b)-
Kantenzug und Q der zu dem Binom vf.; korrespondierende reduzierte
(c,d)-Kantenzug. Es gilt a < b und ¢ < d. Aus vx.ys | ux,y, folgt, dass
G[Q] ein Teilgraph von G[P] ist. Wir nehmen zunéchst a # ¢ an. Dann folgt
xc | u und somit ¢ € P*. Da P reduziert ist, folgt b < ¢ und es gibt einen
geraden (a, c)-Kantenzug P’ in G[P]. Insbesondere folgt b < d. Es gilt also
Ya | u und somit d € PY. Da P reduziert ist, sind alle (4, d)-Kantenziige in
G[P] ungerade. Das ist ein Widerspruch, denn die Konkatenation (P’, Q) ist
ein gerader (a, d)-Kantenzug. Es gilt also 2 = c¢. Nun nehmen wir b # d an.
Wie eben folgt aus y; | u auch d € PY. Alle (a, d)-Kantenziige in G[P] sind
also ungerade im Widerspruch dazu, dass Q ein gerader (a, d)-Kantenzug
ist. Es gilt also 4 = c und b = d. Insbesondere folgt v | u. Wiirde nun v # u
gelten, so wire Q ein gerader (a, b)-Kantenzug in G[P \ {i}] fiir einen Knoten
i € int(P) im Widerspruch zur Reduziertheit des Kantenzugs P. |

3.5.12. Lemma. Seien u fzp, v feq € R reduziert. Dann gilt LM(v feq) ¥ uxpYa.

Beweis. Wir nehmen LM(vf.q) | uxpy, an. Sei P der zu dem Binom u fy,
korrespondierende reduzierte (a, b)-Kantenzug und Q der zu dem Binom v f.4
korrespondierende reduzierte (c, d)-Kantenzug. Es gilta < b und ¢ < d. Aus
der Annahme folgt, dass G[Q] ein Teilgraph von G[P] ist. Zundchst nehmen
wiran, dass b # c gilt. Dann folgt x. | # und damitc € P*. Esfolgth < cundes
gibt einen geraden (a, c)-Kantenzug P’ in G[P]. Insbesondere folgt a < 4 und
damit y; | u und d € PY. Alle (a, d)-Kantenziige in G[P] sind daher ungerade.
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Das ist ein Widerspruch, denn der (a, d)-Kantenzug (P’, Q) ist gerade. Es
gilt also b = c. Insbesondere folgt a < d. Mit derselben Argumentation wie
oben folgt, dass y; | u und damit d € PY gilt. Deshalb miissen alle (a, d)-
Kantenziige in G[P] ungerade sein. Das ist ein Widerspruch, denn (P, Q) ist
ein gerader (a, d)-Kantenzug. Es folgt LM(v f.4) 4 uxpy,. [

3.5.13. Lemma. Seien u fzp, g4 € R reduziert. Dann gilt LM(vgcq) 4 LM(u fap).

Beweis. Sei P der zu dem Binom u f,, korrespondierende reduzierte gerade
(a,b)-Kantenzug und Q der zu dem Binom vg.; korrespondierende redu-
zierte ungerade (c, d)-Kantenzug. Es gilt 4 < b und ¢ < d. Wir nehmen
vxcxgq | ux,yp an. Es folgt, dass G[Q] ein Teilgraph von G[P] ist. Da das Mo-
nom ux,y, quadratfrei ist, folgt ¢ < d. Wir nehmen ¢ ¢ int(P) und d ¢ int(P)
an. Dann gilt ¢,d € P* und somit b < ¢ < d. Insbesondere gibt es einen
geraden (a, c)-Kantenzug P’ in G[P]. Dann ist (P’, Q) ein ungerader (a, d)-
Kantenzug im Widerspruch zu d € P*. Es gilt daher ¢ = a oder ¢ = 4.
Wir nehmen ¢ = a an. Dann gilt d € P* im Widerspruch dazu, dass der
(a, d)-Kantenzug Q ungerade ist. Es gilt also ¢ = 4. Dann folgt aber ¢ € P*
im Widerspruch dazu, dass der (a, c)-Kantenzug Q ungerade ist. Insgesamt
folgt LM(vgca) 4 LM( fap). [

3.5.14. Lemma. Seien u fup, g4 € R reduziert. Dann gilt LM(vgcq) 4 uxpYa.
Beweis. Dieser Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma (3.5.13] |
3.5.15. Lemma. Seien 1 gap, v feq € R reduziert. Dann gilt LM(v feq) ¥ LM(ugap).

Beweis. Sei P der zu dem Binom u g,; korrespondierende reduzierte ungerade
(a, b)-Kantenzug und Q der zu dem Binom v f.4 korrespondierende reduzierte
gerade (c, d)-Kantenzug. Es gilt a < b und ¢ < d. Wir nehmen vx y; | ux,xy
an. Es folgt, dass G[Q] ein Teilgraph von G[P] ist. Es gilt y4 | u und damit
de PY. Ausu € K[y1,...,yn] folgtc = a oder ¢ = b. Wir nehmen c = 4 an. Da
P einreduzierter ungerader Kantenzug ist, giltd < b. Da der (a, d)-Kantenzug
Q gerade ist, muss sogar d < a gelten im Widerspruch zu a = ¢ < d. Es gilt
somit ¢ = b. Das ist aber ein Widerspruch zu d € int(P), dennesgiltb = c < d.
Es folgt somit LM(v fcq) ¥ LM(11 gap). [

3.5.16. Lemma. Seien 1 g,p, v feq € R reduziert. Dann gilt LM(v feq) ¥ uyayp.
Beweis. Diese Aussage ist klar, denn es gilt u € K[y1, ..., yx]. [ ]

3.5.17. Lemma. Seien ug,p,vgcqa € R reduziert mit LM(vgcq) | LM(ugap). Dann
folgt ugap = vgca.
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Beweis. Sei P der zu dem Binom ug,, korrespondierende reduzierte (a, b)-
Kantenzug und Q der zu dem Binom vg.; korrespondierende reduzierte
(¢, d)-Kantenzug. Wir nehmen vx.x4 | ux,x; an. Es folgt, dass G[Q] ein Teil-
graph von G[P]ist. Ausu € K[y1,...,yn] folgta = cund b = d. Insbesondere
giltv | u. Wennv # u gelten wiirde, gédbe es einen ungeraden (a, b)-Kantenzug
in G[P \ {i}] fiir einen Knoten i € int(P) im Widerspruch zur Reduziertheit
von P. [

3.5.18. Lemma. Seien ugap,, vgcq € R reduziert. Dann gilt LM(vgcq) ¥ uyayp.
Beweis. Diese Aussage ist klar, denn es gilt u € K[y1, ..., yx]. [ ]

3.5.19. Satz. Die Menge der reduzierten Binome R C B ist die reduzierte Grébner-
basis des Ideals 1 beziiglich der Monomordnung <. |

3.5.20. Beispiel. Wir betrachten den Graphen
G = ([6],{12,15,34, 46,56}, {13,23,24,35,36})

aus Abbildung Der (6, 6)-Kantenzug (6,5, 1, 2,4, 6) ist ungerade und re-
duziert. Es gilt daher y1y24Y5966 € R. Des Weiteren ist der (2, 6)-Kantenzug
(2,3,6) gerade und reduziert. Deshalb gilt y3fs € R. Auflerdem ist der
(1,4)-Kantenzug (1,5, 6,4) gerade und reduziert. Es folgt x5xsf14 € R. Es
gilt |[R| = 26. Es gibt daher 26 reduzierte Kantenziige in G. Neben den ur-
spriinglichen Erzeugern von I; enthilt R die folgenden weiteren 16 Binome:

Y3Ya866, Y1Y2Y4Ys5866, Y3Y4856, Y1Y2Y4 856, x6f45; Y3846, Y3845,
Y1Y2845, Y3 f26, Y3f25, Y1 f25, Y426, Y3f16, Y3Yag16, X5X6 f14, Y3 14-

Abbildung 3.6: Der Graph aus Beispiel 3.5.20

Sei im Folgenden Eq = (. Der Graph G enthilt daher keine ungeraden
Kanten. In diesem Fall ist I das von G erzeugte binomial edge ideal. In
den Arbeiten [Herzog et al., 2009] und [Ohtani, 2009] wurde die reduzierte
Grobnerbasis von Ig ausgerechnet. Wir vergleichen das Ergebnis aus der
Arbeit [Herzog et al., 2009] mit Satz Dafiir benotigen wir die folgende
Definition.



KAPITEL 3. GEMISCHTE BINOMKANTENIDEALE 45

3.5.21. Definition. Ein (a, b)-Kantenzug P = (vg,v1,...,v;) mit vp = a und
v; = b heif$t zulissig, falls die folgenden Eigenschaften gelten:

(i) v; # vj firallei # j,
(ii) Furallei=1,...,I -1giltv; <aoderb < v;,

(iii) Fur jede echte Teilmenge {w1,...,ws} € {v1,...,v-1} ist die Folge
(a,w1,...,ws,b)kein (a, b)-Kantenzug.

Sei P ein zuldssiger (a, b)-Kantenzug. Dann sei das Monom up definiert
durch

Der folgende Satz ist Theorem 2.1 in [Herzog et al., 2009].

3.5.22. Satz. Sei I das zu dem Graphen G = (V, Ey, 0) zugehérige binomial edge
ideal. Dann ist die Menge

U{ up fap : P ist ein zuldssiger (a, b)-Kantenzug}

a<b

die reduzierte Grobnerbasis von I beziiglich <.

Beweis. Fiir den Fall E; = 0 sind die zuldssigen (a, b)-Kantenziige genau die
reduzierten geraden (a, b)-Kantenziige im Sinne von Definition Sei P
ein reduzierter gerader (a, b)-Kantenzug und sei u f,;, das korrespondierende
reduzierte Binom. Dann gilt u = up. Die Aussage folgt also aus Satz3.5.19] =

3.6. Graverbasis der Saturierung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Saturierung des gemischten Binom-
kantenideals Ig. Nach den Uberlegungen aus Abschnitt 2.6/ handelt es sich
dabei um ein Gitterideal, das eine zentrale Rolle bei der Bestimmung der
minimalen Primideale von I in Abschnitt|3.9|spielt.

Zunéchst zeigen wir, dass die Saturierung von I als Lawrence-Ideal in-
terpretiert werden kann, sodass die in Abschnitt entwickelte Theorie
angewendet werden kann. Anschlieffend berechnen wir eine Graver-Basis
des zugehorigen Gitters, wobei der Algorithmus von Pottier (Satz ein
hilfreiches Kriterium liefert.

3.6.1. Definition. Sei /¢ = I : (xy)® die Saturierung des gemischten Binom-
kantenideals I beziiglich des Produkts der Variablen xy = x1---x,y1 - yu.



KAPITEL 3. GEMISCHTE BINOMKANTENIDEALE 46

Sei e; der i-te kanonische Einheitsvektor in Z". Sei L das von der Menge
{ea—ep:{a,b} € Egy U{e, +ep :{a, b} € E1}

erzeugte Untergitter in Z". Wir betrachten die Bijektion aus Satz[2.7.6| Der Vek-
tor e, — e, entspricht dem Binom x, — x;. Mit der Notation aus Abschnitt[2.17]
gilt (x, — xp)* = xay» — XpYa = fap. Der Vektor e, + e, entspricht dem Binom
xaxp — 1 und es gilt (x,xp — 1)* = x,xp — YaYp = Sap- Esfolgt Jc = Izq) = A(IL).

3.6.2. Proposition. Das Ideal | ist das Lawrence-Ideal des Gitterideals Ir. [ ]
3.6.3. Proposition. Sei P ein (a, b)-Kantenzug in dem Graphen G.

(i) Ist P gerade, so gilt e, —ep € L;

(ii) Ist P ungerade, so gilt e, + ep € L.

Beweis. Sei | die Lange von P. Ist [ = 1, so ist die Aussage klar. Sei [ > 1 und
P = (vo,v1,...,v1) ein (v, v;)-Kantenzug. Sei P gerade. Ist {v;_1,v;} gerade,
so folgt per Induktion (ey, — €y, ,) + (év,, — €v;) = €y, — €y, € L. Die anderen
Félle ergeben sich analog. |

3.6.4. Satz. Die Graverbasis des Gitters L ist die Menge +(M; U My) mit
My = {e; — ej : Es gibt einen geraden (i, j)-Kantenzug in G} \ {0},
My = {e; + ¢j : Es gibt einen ungeraden (i, j)-Kantenzug in G}.

Beweis. Sei G = £(MjUM>). Um zu zeigen, dass G die Graverbasis des Gitters
L enthilt, geniigt es zu zeigen, dass es fiir alle Paare x, y € G eine Normalform
von x + y beztiglich G gibt, die Rest 0 hat. Seien also x,y € Gund z = x + y.
Wenn x und y disjunkten Trdger haben, so ist x + ¥ = z eine Normalform.
Wenn x und y denselben Tréger haben, so ist x + y = 0 oder x + y = +2¢, fiir
eina € {1,...,n}. Im letzteren Fall gibt es einen ungeraden (a, a)-Kantenzug
in G und es gilt x + y € G. Sei nun |supp(x) Nsupp(x)| = 1. Entweder
ist z = x + y eine Normalform oder aus Proposition folgt x + vy € G.
Aus dem Algorithmus von Pottier folgt, dass die Menge G eine Graverbasis
enthdlt. Da jedoch jedes Element in G auch C-minimal ist, folgt, dass G die
Graverbasis von L ist. |

3.6.5. Satz. Die Graverbasis des Ideals | ist die Menge +(B1 U By) mit
B1 = {fap : Es gibt einen geraden (a, b)-Kantenzug in G},

By = {gup : Es gibt einen ungeraden (a, b)-Kantenzug in G}.
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Beweis. Die Graverbasis von J¢ = A(Ir) ergibt sich nach Proposition [2.11.10
aus der Graverbasis von I}. [ |

3.6.6. Beispiel. Wir betrachten den Graph G = ([4], {23, 34}, {12}) aus Abbil-
dung Es gilt L = (e1 + €2, €2 — €3, €3 — ea)y. Der Algorithmus von Pottier
liefert die Graverbasis

11 (o] ol o] 1] [
1l 1] o]l |-1] |o] |o
G==10ol =1l [1]]0 | |1]" |0
ol {ol |-1] [1] lo] |1

Wir betrachten das Ideal Ig = (g12, f23, f34). Fiir die Saturierung von I¢ be-
ziiglich x1y1 - - - xay4 gilt Jo = I : (x1y1 - - - xay4)™ = (812, f23, f34, f24, 813, §14)-

D D—O—@

Abbildung 3.7: Der Graph G aus Beispiel

Da die Binome f,;, und g4, primitiv in g sind, gilt das folgende Korollar.

3.6.7. Korollar. Es gilt genau dann f,p € |G, wenn es einen geraden (a, b)-Kantenzug
in G gibt, und es gilt genau dann g, € Jg, wenn es einen ungeraden (a,b)-
Kantenzug in G gibt. |

3.6.8. Korollar. Sei G ein zusammenhingender Graph ohne ungerade Kanten. Es
gilt also E1 = 0. Sei n die Anzahl der Knoten von G und K,, der vollstindige Graph
mit Knotenmenge [n]. Dann gilt ¢ = Ik, . |

3.7. Bipartite Graphen

In diesem Abschnitt wird eine geeignete Verallgemeinerung der Bipartitheit
fiir Graphen mit zwei Sorten von Kanten eingefiihrt. Diese Definition stimmt
mit der klassischen Definition iiberein, wenn der Graph keine geraden Kanten
enthalt. Zudem gilt, dass ein Graph, der ausschliefilich gerade Kanten besitzt,
nach dieser Definition stets bipartit ist. Die vorgestellte Verallgemeinerung
geht auf Dr. Philipp Korell zurtick.

3.7.1. Definition. Sei G = (V, Ey, E1) ein Graph und v € V ein Knoten. Ein
(v, v)-Kantenzug heifst Kreis.



KAPITEL 3. GEMISCHTE BINOMKANTENIDEALE 48

Da der Graph G keine Schleifen hat, enthilt jeder Kreis mindestens zwei
verschiedene Knoten.

3.7.2. Definition. Ein Graph G = (V, Ey, E1) heifst bipartit, falls es keine unge-
rade Kreise in G gibt.

3.7.3. Satz. Sei G bipartit. Dann ist das Ideal I radikal.

Beweis. Das folgtaus Satz[3.5.19| denn die Grobnerbasis von I ist quadratfrei,
falls G bipartit ist. ]

3.7.4. Proposition. Ein Graph G = (V, Ey, E1) ist genau dann bipartit, falls es eine
Partition V' U V" der Knotenmenge V gibt, sodass die folgenden Aussagen gelten:

(i) Fiir alle geraden Kanten e € Eq gilt e C V' odere C V",
(ii) Fiir alle ungeraden Kanten e € E1 gilte £ V' unde £ V”.

Beweis. Gibt es eine Partition V = V' U V” mit den oben genannten Eigen-
schaften, so enthilt jeder Kreis eine gerade Anzahl an ungeraden Kanten.
Sei umgekehrt G ein Graph ohne ungeraden Kreis. Ohne Einschrankung der
Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass G zusammenhéangend ist. Seien
a,b € V. Dann hat jeder (a, b)-Kantenzug dieselbe Paritit. Die Mengen

V" ={b € V : Es gibt einen geraden (4, b)-Kantenzug},

V" ={b € V : Es gibt einen ungeraden (a, b)-Kantenzug}

liefern eine Partition von V mit den gewiinschten Eigenschaften. |

3.7.5. Bemerkung. Sei G = (V, Ey, E;) ein Graph ohne gerade Kanten. Es gilt
also Eg = (. In dem Fall ist der Graph G genau dann bipartit im Sinne von
Definition falls der Graph (V, E1) im herkémmlichen Sinne bipartit ist.

3.7.6. Proposition. Wenn es einen ungeraden Kreis in G gibt, so gilt x2 — y2 € Jg
fiir alle Knoten v € V, die in derselben Zusammenhangskomponente wie dieser Kreis
liegen.

Beweis. Sei C ein ungerader Kreis mit ¢ € C. Sei v € V in derselben Zusam-
menhangskomponente wie C. Dann gibt es einen (v, c)-Kantenzug P. Sei —P
der (¢, v)-Kantenzug, den man durch umgekehrtes Durchlaufen von P erhalt.
Der Kantenzug (P, C, (=P)) ist ungerader (v,v)-Kantenzug. Aus Satz W
folgt die Aussage g,o = X2 — y2 € Jg. |



KAPITEL 3. GEMISCHTE BINOMKANTENIDEALE 49

3.8. Smith-Normalform

Um die Struktur des Gitterideals g zu untersuchen, berechnen wir die Smith-
Normalform einer Matrix, deren Spalten die Erzeuger des Gitters bilden. Es
wird sich zeigen, dass diese dieselbe Form besitzt wie in [Kahle et al., 2016b].
Fiir den Nachweis ist jedoch ein kleiner Trick erforderlich.

Sei G = (V,Ep, E1) ein Graph mit Knotenmenge V = {1,...,n}. Sei
E = Ep U E; die disjunkte Vereinigung der Kantenmengen Ey und E;. Wir
betrachten die Matrix A € {0, +1}V*E, die fiir jede gerade Kante {a,b} € E
mit a < b eine Spalte e, — ey, und fiir jede ungerade Kante {c,d} € E; mit
c < d eine Spalte e, + ¢4 hat. Hierbei ist e; der i-te Einheitsvektor in 7V .Es gilt
L= imz(AG).

3.8.1. Bemerkung. Falls der Graph G keine geraden Kanten hat, also Ey = 0
gilt, so ist Ag die Inzidenzmatrix des Graphen (V, Eq). In dem Fall folgt die
Smith-Normalform der Matrix Ag aus Satz[2.12.2] Sie ist durch die Anzahl der
(bipartiten) Zusammenhangskomponenten des Graphen (V, E1) bestimmt.

3.8.2. Definition. Sei C(G) die Menge der Zusammenhangskomponenten des
Graphen G. Sei N(G) die Menge der Zusammenhangskomponenten von
G, die einen ungeraden Kreis enthalten. Sei 8(G) die Menge der bipar-
titen Zusammenhangskomponenten von G. Aufierdem sei |[C(G)| = ¢(G),
1B(G)I = co(G) und [N(G)| = c1(G).

3.8.3. Beispiel. Wir betrachten den Graphen G = ([3], {12}, {13, 23}). Es gilt

1 10
Ag=1|-1 0 1
0 11

Wir ersetzen die gerade Kante {1,2} durch zwei ungerade Kanten und er-
halten den Graph G = ([4],0,{42,41,13,23}). Die Graphen G und G sind in
Abbildung dargestellt. Es gilt ¢(G) = ¢(G) und ¢1(G) = c1(G). Die Matrix
Ag ist die Inzidenzmatrix des Graphen ([4], {42,41,13,23}). Aus Satz
folgt, dass die Matrix diag(1, 1, 1, 0) die Smith-Normalform von A ist. Es gilt

1100 1 000 1 000

A.-l01 10 o1 10W0110_[1 0]

G710 o0 1 1 -1 01 0 -1 0 1| |0 Ag|"
0011 00 11 0 0 11

Daraus folgt, dass die Matrix diag(1, 1, 0) die Smith-Normalform von Ag ist.
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Abbildung 3.8: Die Graphen G und G aus Beispiel

3.8.4. Satz. Sei G = (V,Ey, E1) ein Graph. Dann ist die Smith-Normalform der
Matrix Ac gleich der Matrix

D 0

< o

wobei D = diag(1,...,1,2...,2), n — ¢(G) die Anzahl der Einsen und c1(G) die
Anzahl der Zweien ist.

Beweis. Seim = |Ey| die Anzahl der geraden Kanten. Fiir m = 0 folgt die Aus-
sage aus Satz denn die Matrix Ag ist die Inzidenzmatrix des Graphen
(V,E1). Seim > 0 und f = {a,b} € Ej eine gerade Kante. Wir konstruie-
ren einen Graphen G, indem wir die Kante f durch zwei ungerade Kanten
o ={a,c} und g, = {b, c} ersetzen, wobei c ¢ V ein neuer Knoten ist. Es gilt
daher G = (V U {c},Eo \ {f},E1 U{ga, g}). Der Graph G erfiillt die Glei-
chungen ¢(G) = ¢(G) und ¢1(G) = ¢1(G). Da der Graph G eine gerade Kante
weniger als der Graph G hat, folgt analog zu Beispiel [3.8.3| per Induktion

O R L
0 Ag ¢ o o]

wolzei D = diag(1,...,1,2...,2), n +1 - ¢(G) die Anzahl der Einsen und
c1(G) die Anzahl der Zweien ist. [

3.8.5. Satz. Das Ideal | ist genau dann prim, wenn der Graph G bipartit ist.

Beweis. Das folgt aus Satz und Satz |

3.8.6. Satz. Sei char(K) # 2. Dann ist | radikal.

Beweis. Das folgt aus Satz und Satz[2.10.1 |
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3.9. Minimale Primideale

Don't Panic.
(The Hitchhiker’s Guide to the Galaxy)

Im Folgenden sei char(K) # 2. Dann ist das Ideal g radikal und damit der
Schnitt seiner minimalen Primideale. In diesem Abschnitt werden die mi-
nimalen Primideale des gemischten Binomkantenideals I; charakterisiert.
Die Herangehensweise entspricht der fiir parity binomial edge ideals, die in
[Kahle et al., 2016b]] behandelt werden. Am Ende des Abschnitts wird sich
zeigen, dass die bekannten Ergebnisse zu den minimalen Primidealen der
binomial edge ideals aus [Herzog et al., 2009] als Spezialfall dieser Theorie
enthalten sind.

3.9.1. Definition. Wir definieren die Primideale
PP (G)=(xi+yi:i€ V(G)), v (G) = (xi—yi:i€V(G)).
3.9.2. Lemma. Es gilt Jc € p™(G) N p~(G).

Beweis. Aus Satz folgt, dass das Ideal Jg von Polynomen der Form f;;
und g, erzeugt wird. Aus Lemma folgt fap, Sav € PH(G) N p~(G) fiir alle
a,b e V(G).Esgiltalso Jc € p"(G) N p~(G). |

3.9.3. Proposition. Sei G ein zusammenhingender Graph, der einem ungeraden
Kreis enthilt. Dann gilt die Primdrzerlequng Jc = p*(G) N p~(G), wobei die Ideale
p*(G) und p~(G) die minimalen Primideale des Ideals ] sind.

Beweis. Sei V = V(G) und p C S ein Primideal mit /g € p. Angenommen, es
gilt p™ € p. Dann gibteseina € V mit x,+y, ¢ p. Da G zusammenhangend ist
und einen ungeraden Kreis enthilt, gibt es fiir jeden Knoten b € V einen gera-
den und einen ungeraden (4, b)-Kantenzug. Aus Satz und Lemma 3.2.4]
folgt damit (x, + ya)(xp — Yu) = Qap — fav € Jc fur alle b € V. Es gilt daher
xp — yp € pfiralle b € V und damit p~ C p. [

3.9.4.Satz. Sei B(G) = {By, ..., By} die Menge der bipartiten Zusammenhangs-
komponentenvon G und sei N(G) = {N1, ..., N¢,(G)} die Menge der nichtbipartiten
Zusammenhangskomponenten von G. Die Primirzerlequng von | ist

Jo= (] D, Js+ D, PO

oe{+,—}N(G) BeB(G) NeN(G)

Die in dem Schnitt auftretenden Ideale, sind genau die minimalen Primideale von Jg.
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Beweis. Es gilt Jc = X520, Jp, + XL, In;. Das Ideal ¢ ist also die Summe von
Idealen in verschiedenen Mengen von Variablen. Da die Primideale [, und
die minimalen Primideale der Ideale Jy; stabil sind, folgt die Aussage aus

Satz ]

3.9.5. Notation. Sei S € V(G) eine Teilmenge der Knotenmenge. Wir definie-
ren das Ideal mg = (x5, ys : s € S) und den Graphen Gs = G[V(G) \ S].

Es gilt Gy = G.Sei S C V(G) beliebig. Es gilt stets I, € I € mg + I, und
das Ideal mg ist ein Primideal.

3.9.6. Proposition. Sei p ein minimales Primideal des Ideals Ig. Dann gibt es eine
Teilmenge S € V(G) und ein minimales Primideal v’ von |, mit p = mg + p’.

Beweis. Sei S = {v € V(G) : x, € pund y, € p}. Wir behaupten Jg, C p.
Sei P ein (a,b)-Kantenzug in Gs und sei int(P) = {vy,...,v,} € V(G)\ S.
Sei h = fap oder h = g, das zu P korrespondierende Binom. Aus Satz[3.3.2]
folgt ty, - -ty h € Ic C p fur alle ty, € {xy,, Yo,y undi =1,...,7. Ausv; ¢ S
folgt x,, ¢ p oder y,, ¢ p. Es gibt daher eine Kombination der Variablen t,,
mit t,, -+~ t,, ¢ p. Es folgt h € p. Aus Satz [3.6.5 folgt daraus Jg; C p. Es gibt
also ein minimales Primideal p” von Jg, mit p” C p. Es gilt I € mg + Jg, C
g + p’ C p. Aus Proposition 2.13.14] folgt, dass ms + p’ ein Primideal ist. Aus
der Minimalitdt von p folgt also p = mg + p’. [ |

3.9.7. Definition. Sei s(G) = co(G) + c(G) = 2co(G) + ¢1(G). Eine Teilmenge
S € V(G) heifst Diskonnektor von G, falls s(Gs) > s(Gg\(}) fiir alle v € S gilt.

Die leere Menge ist stets ein Diskonnektor.

3.9.8. Beispiel. Wir betrachten den Graphen G = ([4], {24, 34}, {12,13,23})
Aus Abbildung Die Menge S = {2} ist ein Diskonnektor, denn es gilt
s(Gs) =2 > 1 = 5(G). Der Graph Gs hat zwar dieselbe Anzahl Zusammen-
hangskomponenten wie der Graph G, ist aber bipartit.

Abbildung 3.9: Der Graph aus Beispiel
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3.9.9. Lemma. Sei S C V(G) eine Teilmenge und v € S ein Knoten. Dann gilt die
Gleichung (GS\{U}){D} = Gg. u

3.9.10. Proposition. Sei S C V(G) ein Diskonnektor und v € S ein Knoten. Dann
ist {v} ein Diskonnektor des Graphen G\ (o).

Beweis. Es gilt S((GS\{U}){’U}) =5(Gg) > S(GS\{v}) = S(GS\{U})@. u

3.9.11. Proposition. Es gilt genau dann [ € ms + Jg,, wenn es fiir alle (a, b)-

Kantenziige in G mit a,b € V(Gg) einen (a,b)-Kantenzug in Gs mit derselben
Paritit gibt.

Beweis. Angenommen, es gilt [ C mgs + Jg,. Sei P ein (a, b)-Kantenzug in

Gmita,b ¢ Sund h = f;;, oder h = g, das korrespondierende Binom in

K[xa,xp, Ya, yp]. Es giltalso I € ms + 4. Aus Proposition[2.13.2|folgt € Jg.
Aus Korollar folgt, dass es einen (a, b)-Kantenzug in Gs mit derselben
Paritét gibt. Sei umgekehrt /1 ein primitives Binom in g, das zu einem (a, b)-
Kantenzug in G korrespondiert. Falls a € S oder b € S gilt, so folgt h € mg.
Andernfalls gilt a,b € V(Gs) und es folgt € ], per Voraussetzung. |

3.9.12. Definition. Ein Knoten v € V(G) heifStisoliert, falls v ¢ e fiir alle Kanten
e € EUE; gﬂt.

3.9.13. Proposition. Ein Diskonnektor enthilt keine isolierten Knoten.

Beweis. Seiv € V(G) ein isolierter Knoten und S € V(G) eine Teilmenge mit
v € S. Dann gilt co(Gs\(v}) = co(Gs) + 1 und ¢(Ggs\(o}) = c(Gs) + 1. Es folgt
5(Gs\{0}) = 5(Gs) + 2. Die Menge S ist also kein Diskonnektor. [

3.9.14. Proposition. Sei v € V(G) ein Knoten, der nicht isoliert ist. Dann gilt
co(Gyoy) 2 co(G) und c(Gyyy) = c(G). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) {v} ist ein Diskonnektor von G,
(i1) co(Gypy) > co(G) oder c(Gyyy) > ¢(G),
(le) ]G 1¢— m{U} +]G{v}'

Beweis. Die Aquivalenz (i)&(ii) ist klar. Die Aquivalenz (ii)& (iii) folgt aus
Proposition 3.9.11} |
3.9.15. Korollar. Ein Knoten v ist genau dann ein Diskonnektor von G, wenn
Je € myy + Jo,, Silt. =

3.9.16. Lemma. Seien I, |, K Idealemit I C Jund JAK = 0. Dann gilt I+K € J+K.
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Beweis. Sei f € | \ I. Angenommen, es gilt f = ¢ + h fiir gewisse ¢ € [ und
h € K. Dann folgt f — ¢ = h € ] N Kim Widerspruch zu ] N K = 0. |

3.9.17. Proposition. Sei p ein minimales Primideal des Ideals 1. Dann gibt es einen
Diskonnektor S € V(G) und ein minimales Primideal v’ von |, mit p = mg + p’.

Beweis. Seien S und p’ wie in Proposition Angenommen, die Menge S
ist kein Diskonnektor. Dann gibt es einen Knoten v € S mit s(Gs) < s(Gg)(o})-
Aus der Formel (Gg\ (4} ){0} = Gs folgt, dass v kein Diskonnektor des Graphen
Gs\{v} ist. Aus Korollar folgt Jeg .,y S Moy +Jos S My + P'. Aus
Propositionfolgt, dass my,) + p’ ein Primideal ist. Sei p” ein minimales
Primideal von ]GS\{U} mit p” C my,) + p’. Da das Binomideal p” kein Monom

enthilt, ist die Inklusion strikt. Mit Lemma 3.9.16|folgen die Inklusionen
I © Ms\(o} + IG5 S Ms\(o} + 97 G Me\(o) + Mgy + 9 =mg +p" = p
im Widerspruch zur Minimalitdt von p. [ ]

Nicht alle minimalen Primideale von I sind von der Form wie in Propo-

sition wie das folgende Beispiel zeigt.

3.9.18. Beispiel. Wir betrachten den Graphen aus Abbildung Die Menge
S = {4} ist ein Diskonnektor. Sei N(Gs) = {N1, N»}. Das Ideal p*™(N71) + p*(N>)
ist ein minimales Primideal von J¢,. Wir betrachten das Primideal

p =mg+p (N1)+p"(N2) = (x4, Ya, X1+Y1, Xo+Y2, Xa+Ya, X5+Y5, X6+ Y6, X7+Y7).

Es gilt I € p"(G) & p. Das Primideal p ist also nicht minimal tiber I¢. Die
Ideale mg + p*(N7) + p¥(N) sind dagegen minimal tiber I;.

Abbildung 3.10: Der Graph aus Beispiel 3.9.18

3.9.19. Definition. Sei S € V(G) eine Teilmenge und v € S. Sei H € C(Gs)(0})
die Zusammenhangskomponente des Graphen Gg\(,y mit v € H. Wir defi-
nieren C(Gs), = C(H{yy) € C(Gys).
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Die Menge C(Gs), besteht also aus den Zusammenhangskomponenten
des Graphen Gs, die durch Hinzufiigen des Knotens v zusammengefiigt
werden.

3.9.20. Beispiel. Wir betrachten den Graphen G aus Beispiel [3.9.18 Seien
N1 = ({1,2,3},0,{12,13,23}) und N, = ({5,6,7},0,{56,57,67}) die Zusam-
menhangskomponenten des Graphen Gyy,. Es gilt C(Gy4))4 = {N1, N2}.

3.9.21. Beispiel. Wir betrachten den Graphen G aus Beispiel Fiir den
Diskonnektor S = {2} gilt C(Gs)2 = {Gs} = B(Gs).

3.9.22. Lemma. Sei S C V(G) ein Diskonnektor und v € S. Dann gilt C(Gs), # 0.
Enthilt die Menge C(Gs), nur eine Komponente B, so ist diese bipartit und es gilt
B = Ny fiir eine nichtbipartite Komponente N € N(Gg\(0}).

Beweis. Die Menge {v} ist ein Diskonnektor des Graphen Gg\ (). Deshalb ist
der Knoten v nicht isoliert in Gg\(,}. Sei H € C(Gg\(»)) mit v € H. Es folgt
C(Gs)y = C(Hyyy) # 0. Die zweite Aussage des Lemmas folgt aus Propositi-

3.9.23. Notation. Sei S € V(G) eine Teilmenge. Wir schreiben K[S] fiir den
Unterring K[x,, ¥, : v € S].

Sei zum Beispiel p ein minimales Primideal des Gitterideals ¢ und sei
N € N(G) eine nichtbipartite Komponente von G. Dann folgt aus Propositi-
on[2.13.2lund Satz entweder p N K[N] = p*(N) oder p N K[N] = p~(N).

3.9.24. Definition. Sei S C V(G) ein Diskonnektor und sei p ein minimales
Primideal des Gitterideals J,. Dann heifst das Primideal p vorzeichenteilend,
wenn fiir alle Knoten v € S aus der Aussage C(Gs), = {N1,..., Nk} € N(Gs)
stets pN K[Ny, ..., Ni] # p°(N1) + ... + p?(Ny) fiir alle 0 € {+, -} folgt.

Ein minimales Primideal p von Jg; ist also vorzeichenteilend, wenn fiir
alle Knoten v € S, fiir die C(Gs), keine bipartiten Graphen enthailt, nicht alle
Summanden von p, die zu Zusammenhangskomponenten in C(Gs), korre-
spondieren, gleich p* oder gleich p~ sind.

3.9.25. Beispiel. Wir betrachten den Graphen G aus Beispiel und den
Diskonnektor S = {4}. Das minimale Primideal p*(Nj) + p*(N>) des Gitte-
rideals g, ist nicht vorzeichenteilend. Die Primideale p*(N7) + p*(N>) sind
dagegen vorzeichenteilend.

Der folgende Satz liefert eine kombinatorische Charakterisierung der mi-
nimalen Primideale von I.



KAPITEL 3. GEMISCHTE BINOMKANTENIDEALE 56

3.9.26. Satz. Ein Ideal ist genau dann ein minimales Primideal von Ig, wenn es
die Form mg + p fiir einen Diskonnektor S C V(G) und ein vorzeichenteilendes
minimales Primideal von g, hat.

3.9.27. Lemma. Seien S, T C V(G) Diskonnektoren und seien Jg; C p und Jg, C
v’ minimale Primideale von |, und |g,. Dann folgt aus der strikten Inklusion
mr + P C mg + p stets die strikte Inklusion T < S.

Beweis. Es ist klar, dass T C S gilt. Angenommen, es gilt T = S. Es gilt p, p’ C
K[Gs] und damit p’ C p. Es folgt p’ = p im Widerspruch zur Annahme. [ |

3.9.28. Lemma. Seien a,b € V(G) mit a # b. Es gilt gap & (Xa + Ya, Xp — Yp).

Beweis. Sei p = (x4 + Ya, xp — Yp). Die Menge {x, + y4, xp — Y} ist eine Grob-
nerbasis von p und es gilt gap = xp(Xa + Ya) — Va(Xp — Yb) — 2YaVb- ]

Beweis von Satz[3.9.26l Aus Proposition[3.9.17|folgt, dass jedes minimale Prim-
ideal von Ig die Form mg + p fiir einen Diskonnektor S C V(G) hat. Wir
behaupten, dass in diesem Fall das Primideal p vorzeichenteilend ist. Ange-
nommen, p ist nicht vorzeichenteilend. Dann gibt es einen Knoten v € S mit
C(Gs)y ={Ny,..., Nk} € N(Gg) und ein ¢ € {+, —} mit

PNK[Ny,...,Ng] =p°(Ny) + ...+ p°(Ng).

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei o gleich +. Sei H die Zusam-
menhangskomponente von Gg\(,) mit v € H. Es gilt daher die Gleichung
C(Gs)y, = C(H{yy) und die Inklusion

k k
PE(H) = (o + o) + ) 9H(Ni) € gy + D 9 (Ny).
i=1 i=1

Die verbleibenden Zusammenhangskomponenten von Gs stimmen mit den
verbleibenden Zusammenhangskomponenten von Gg\ (5} tiberein. Das heifst
C(Gs) \ {N1,...,Nk} = C(Gs\(0}) \ {H}. Deshalb erhdlt man ein Primideal
uber I, das strikt kleiner ist. Das Ideal mg + p ist also nicht minimal tiber Ig
im Widerspruch zur Annahme.

Sei umgekehrt S € V(G) ein Diskonnektor und p ein vorzeichenteilen-
des minimales Primideal von Jg;. Angenommen, das Primideal mg + p ist
nicht minimal tiber I;. Dann gibt es einen Diskonnektor T C V(G) und ein
minimales Primideal p” von Jg, mit

(3.9.29) Ic Cmr +p < mg +p.
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Aus Lemma 3.9.27| folgt T ¢ S. Es folgt Gs & Gg\(,y S Gr und damit auch
die Inklusionen Jg, & JGo\y € JGr- Wir betrachten die Menge C(Gs), und
unterscheiden zwei Fille.

(i) Angenommen, die Menge C(Gs), enthilt eine bipartite Komponente B.
Aus Proposition 3.9.14] (ii) folgt, dass zwei Fille auftreten konnen.

Angenommen, B wird durch Hinzufiigen des Knoten v nichtbipartit.
Dann gibt es einen Knoten a € V(B) mit x2 —y2 € JGs\y € JGr € ', aber
x2-y2¢Jp.DapnK[B] =Jgunda ¢S gilt, folgt x2 — y2 ¢ ms + p im
Widerspruch zu (3.9.29).

Angenommen, B wird durch Hinzufiigen des Knoten v mit einer ande-
ren bipartiten Komponente B’ verbunden. Dann gibt es Knoten a € V(B)
und b € V(B’) sowie ein Binom & € K[{a,b}] mit h ¢ Jp + Jpr und damit
auch h ¢ mg + p,aber h € JGo\wy € p’ im Widerspruch zu lb

(ii) Angenommen, alle Komponenten in C(Gs), sind nichtbipartit. Aus Pro-
position folgt, dass es mindestens zwei solche Komponenten
gibt. Da p vorzeichenteilend ist, gibt es Komponenten N1, N> € C(Gs)y
mit p*(N1), p~(N2) € p. Es gibt einen ungeraden (a, b)-Kantenzug in
Gs\(p) mita € V(N1)und b € V(N2). Es folgt gap € JGg,(,, € P’- Aus Lem-
ma [3.9.28| folgt gap ¢ p*(N1) + p™(N2) und damit g,y ¢ p. Aus a,b ¢ S
folgt gap & ms + p im Widerspruch zu (3.9.29). [ |

Im Folgenden setzen wir E; = (. Wie bereits erwdhnt, entspricht das
gemischte Binomkantenideal I dem binomial edge ideal des Graphen G =
([n], Eo). Da G keine ungeraden Kanten enthalt, existiert in G kein ungerader
Kreis. Folglich ist G gemaf Definition[3.7.2bipartit. Des Weiteren liefert Korol-
lar eine Beschreibung der Saturierung von binomial edge ideals. Damit
ergibt sich Korollar 3.9 aus [Herzog et al., 2018] als Spezialfall von Satz

3.9.30. Korollar. Sei E; = 0. Ein Ideal ist genau dann ein minimales Primideal
des binomial edge ideals I, wenn es die Form mg + Jg, fiir einen Diskonnektor
S € V(G) hat. Eine Menge S C V (G) ist genau dann ein Diskonnektor, wenn S = )
oder c(Gs) > c(Gg\(o}) fiir allev € S gilt. [

3.9.31. Beispiel. Wir betrachten den Graphen
G = ([6],{12,13,23,24,15,34, 35,36, 46,56},0)

aus Abbildung Ein Diskonnektor von G ist eine Menge von Knoten
S € V(G) mit der Eigenschaft c¢(Gs) > c(Gg\(y}) fliralle v € S.
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Neben der leeren Menge hat der Graph G die folgenden Diskonnektoren:
S1={1,3,4}, S ={1,3,6}, S3 ={2,3,5}, S4 ={2,3,6}, S5 = {3,4,5}.
Die minimalen Primideale des binomial edge ideals I sind somit
Je,ms, + (fse), ms, + (faa), s + (fag), s, + (f15), Mss + (f12)-

Es gilt | = Ks, wobei Kg der vollstindige Graph mit Knotenmenge [6] ist.

L ®
Sat

Abbildung 3.11: Der Graph aus Beispiel 3.9.31



Kapitel 4

Fazit

Diese Arbeit zeigt, dass gemischte Binomkantenideale eine natiirliche Ver-
allgemeinerung von binomial edge ideals und parity binomial edge ideals
darstellen. Die Herleitung der reduzierten Grobnerbasis und der minimalen
Primideale folgt denselben Prinzipien wie im Fall der parity binomial edge
ideals. Gleichzeitig enthalten die gewonnenen Aussagen diejenigen zu bino-
mial edge ideals als Spezialfall. Damit bieten gemischte Binomkantenideale
eine geeignete Erweiterung beider Konzepte.

Offen bleibt die Frage, welche weiteren algebraischen und kombinatori-
schen Eigenschaften sich auf gemischte Binomkantenideale iibertragen las-
sen. In der Literatur sind zahlreiche Resultate zu freien Auflésungen, zur Re-
gularitdt, zur Cohen-Macaulay-Eigenschaft und zu anderen homologischen
Invarianten von binomial edge ideals bekannt. Es wére interessant zu unter-
suchen, inwiefern diese Ergebnisse auch fiir die verallgemeinerte Klasse der
gemischten Binomkantenideale gelten.

Ein weiterer vielversprechender Forschungsansatz betrifft closed graphs.
Fiir binomial edge ideals sind dies genau jene Graphen, deren Erzeuger bereits
eine Grobnerbasis bilden. Welche Rolle die Eigenschaft closed fiir Graphen
mit zwei Sorten von Kanten spielt und welche strukturellen Eigenschaften
sich in diesem Fall erhalten, ist eine offene Frage, die weiter untersucht werden
konnte.
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